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O liczbach catkowitych wiemy, ze spelniaja warunek a? + b?> = ¢?. Udowodnij, ze liczba abc dzieli sie
przez 6.

Trzy parami rozne liczby a, b, ¢ spetniaja warunek a + b = 2¢. Ile wynosi _*- + &?

Na poczatku na tablicy znajduja sie wszystkie liczby naturalne od 1 do 50. W kazdym ruchu wymazujemy
dwie dowolne liczby i w ich miejsce wpisujemy ich réznice. Po 49 ruchach na tablicy zostanie jedna liczba.
Czy moze by¢ to liczba 87

W czworokacie wypuklym ABCD tréjkaty ABC i CDA majg rowne pola. Wykaz, ze przekatna AC polowi
przekatna BD.

Kwadrat o boku 10 cm podzielono linig prostg na dwie rozne figury w taki sposéb, ze obwody otrzymanych
figur roznity sie o 8 c¢m, a réznica poél tych figur byta najmniejsza z mozliwych. O ile centymetrow
kwadratowych réznity sie pola tych dwoch figur?

Zmajdz wszystkie pary liczb trzycyfrowych, ktorych iloczyn jest podzielny przez 8100, a jedna z nich
otrzymujemy przez zapisanie cyfr drugiej w odwrotnej kolejnosci.

Ile zer ma na na koncu w zapisie dziesictnym liczba

2023!=1-2-3----- 2022 - 20237

Wykaz, ze jezeli liczby catkowite x,v, 2, t spelniaja réwnanie 22 + y? + 22 = 4t2, to x, vy, 2 sa parzyste.

Drzieci na obozie matematycznym wybraty sie na pieszg wycieczke. Grupa jednak tak sie rozciagneta, ze
miedzy pierwszym a ostatnim rzedem byta réznica 100m. Grupa szta z predkoscia 3km/h. W pewnym
momencie opiekun idacy w pierwszym rzedzie chwycil hulajnoge i pojechal z predkoscia 15km/h az na
koniec grupy, zeby sprawdzié, czy nikt sie nie zgubit. Po dojechaniu do ostatniego rzedu opiekun natych-
miast zawraca i wraca na poczatek wycieczki. Ile czasu minie od chwili startu opiekuna na hulajnodze
do jego powrotu? Wszyscy poruszaja sie ze stala predkoscia. (Uwaga: grupa nie zatrzymuje sie, ignoruje
nadjezdzajacego opiekuna i nadal porusza sie do przodu ze stala predkoscia.)

30 zawodnikéw rozegralo mecze badmintona. Kazdy gral z kazdym. Czy mozliwe jest, aby kazdy z
uczestnikow wygral te samg liczbe meczow? Nie bylo remiséw.
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Nalezy udowodni¢, ze abc dzieli sie przez 2 i przez 3. a) Jesli a lub b dzieli si¢ przez 2, to abc tez. Jesli
nie, to a® i b? s nieparzyste, wiec ¢? jako suma nieparzystych liczb jest liczba parzysta. Stad ¢ tez jest
liczba parzysta, wiec abe dzieli sie przez 2. b) Jedli ¢ dzieli si¢ przez 3, to abc tez. Jedli nie, to ¢? daje
reszte 1 przy dzieleniu przez 3 (kwadrat liczby przy dzieleniu przez 3 moze dawaé tylko reszte 0 lub 1).
Oznacza to, ze jedna z liczb a?, b musi byé¢ podzielna przez 3, zatem réwniez a lub b jest podzielna
przez 3 czyli abc jest podzielna przez 3.

Sprowadzamy do wspélnego mianownika. —*- + bfbc = a(?;_c)c;_(z(_ac_)c) = aijigf(f(:fb
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Jest to niemozliwe.

Zauwazmy, ze suma wszystkich liczb od 1 do 50 jest nieparzysta (dodajemy 25 liczb parzystych i 25 liczb
nieparzystych). Pokazemy, ze po kazdym ruchu suma wszystkich liczb zostanie nieparzysta. Mamy dwie
mozliwosci: a) wykreslamy dwie liczby o roznej parzystosci. Wtedy ich suma i réznica sa nieparzyste,
czyli zamiast liczb o nieparzystej sumie wpisujemy liczbe¢ nieparzysta. Zatem suma wszystkich liczb
pozostaje nieparzysta. b) wykreslamy dwie liczby o tej samej parzystosci. Wtedy ich suma i réznica sa
parzyste, wiec analogicznie suma wszystkich liczb pozostaje nieparzysta. Zatem po 49 ruchach ostatnia
liczba réwniez musi byé nieparzysta - czyli nie moze byé to 8.

Narysujmy wysokos¢ BE trojkata ABC oraz wysokosé DF trojkata ACD. Sa one rownolegte (prostopa-
dle do przekatnej AC) oraz tej samej dlugosci (trojkaty o tej samej podstawie AC maja rowne pola).
Zauwazmy, ze czworokat BFDE jest réwnolegtobokiem, zatem przekatne BD i EF potowig sie. Stad AC
jako przedtuzenie odcinka EF potowi BD.

36cm?. Sa nastepujace mozliwosci podzielenia kwadratu: wzdtuz przekatnej (ale wtedy figury sa przy-
stajace), rownolegle do boku na dwa prostokaty, na trapez i trojkat oraz na dwa trapezy. W przypadku
dwoch prostokatow ich obwody wynosza: 2(10+x) 1 2(10+10—z). Zaktadajac, ze x oznacza krotsza czesé
podzielonego boku. Wtedy 2(20 — z) — 2(10 + ) = 8,z = 3. Pola prostokatow wynosza 30 oraz 70 - ich
roznica to 40. Rozwazmy teraz przypadek podziatu na trapez i trojkat prostokatny. Jako a, b oznaczmy
przyprostokatne trojkata, jako ¢ przeciwprostokatng. Obwod trapezu jest wiekszy od trojkata i wynosi:
40 4+ ¢ — a — b. Roznica obwodoéw to 40+ c—a—b—(a+b+c¢) =8. Czyli 40 —2a —2b = 8,16 = a + b.
Roéznica pol wynosi 100 — %b - %b = 100 — ab. Jest ona najmniejsza, gdy aib = 8, a ab = 64 1 wynosi 36.
Rozwazmy teraz przypadek podziatu na dwa trapezy. Oznaczmy boki mniejszego trapezu jako 10, ¢, a, b,

a drugiego 10, ¢, 10 —a, 10 — b. Roznica obwodoéw to 10 —2a+10—2b = 20 —2a — 2b = 8. Zatem 6 = a+b.
10(10—a+10—b)—10(a+b
2
5(20 — 12) = 40. Podsumowujac wszystkie przypadki najmniejsza réznica pol wynosi 36 cm?.

Roznica po6l wynosi = 5(20 — 2a — 2b). Wiemy, ze a + b = 6, wiec réznica pol to

Jedyna para spelniajacg warunki zadania jest 576 i 675. Iloczyn liczb jest podzielny przez 8100,
wiec liczby musza by¢ podzielne przez 9. Na koricu liczb nie moze byé 0, wiec jedna z tych liczb musi by¢
podzielna przez 25, druga przez 4. Mozliwe koncoéwki jednej liczby to 25 lub 75. Jedyna liczba podzielna
przez 9 i koriczacy sie na 25 jest 225, ale wtedy 522 nie jest podzielne przez 4. Stad jedna z liczb to 675,
a druga 576. Za podanie pary liczb, ale nie uzasadnienie, ze to jedyna opcja przyznajemy 5 punktow.

Liczba ma 503 zera na konicu. Sprawdzamy przez jaka najwieksza potege dziesiatki dzieli sie liczba
2023!. Rozlézmy ja na czynniki pierwsze. Bedzie nas interesowaé, ile razy pojawi sie 5 i 2. Oczywiscie
dwodjek bedzie wiecej niz piatek, dlatego mozemy zlicza¢ same piatki, wiedzac, ze dla kazdej piatki
znajdzie sie dwojka do pary. Sprawdzamy, ile liczb od 1 do 2023 dzieli sie przez 5. Najwyzsza wielokrotnosé
piatki w tym przedziale to 2020, wiec 2020 : 5 = 404 liczby dziela sie przez 5 i dadza po jednej piatce do
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rozktadu. Teraz sprawdzamy, ile liczb dzieli sie przez 25, czyli dadza jeszcze jedna piatke. Jest ich 80.
Analogicznie postepujemy dla kolejnych poteg piatki: liczb podzielnych przez 125 jest 16, a podzielnych
przez 625 - 3. Kolejna potega piatki jest juz za duza. Dodajemy wszystko: piatek w rozktadzie na czynniki
pierwsze jest 404 + 804 16 + 3 = 503, czyli liczba 2023! dzieli sie przez maksymalnie 10°03 i ma 503 zera
na koncu.

Zalézmy nie wprost, ze ktoéras z x, y, z nie jest parzysta. Wiemy, ze podnoszenie do kwadratu zachowuje
parzystos¢. Prawa strona réwnosci jest podzielna przez 4, wiec w szczeg6lnosci jest parzysta. W takim
razie nieparzystych sktadnikéw po lewej stronie musi by¢ parzyscie wiele, czyli doktadnie dwie z x, y, 2 sa
nieparzyste. Bez straty ogélnosci przyjmijmy, ze to x i y. Wtedy da sie zapisa¢ x = 2k+1,y =2n+1,z =
20 dla catkowitych k,n,l. Wtedy lewa strona réwnania wyglada tak: (2k + 1)2 + (2n + 1)% + (20)? =
4K+ 4k +1+4n2 +4n + 1+ 4% = 4(k®> + k +n? +n +1?) + 2. Stad widaé, ze lewa strona daje reszte 2
przy dzieleniu przez 4, a strona prawa jest podzielna przez 4. Dostajemy sprzecznosé, co konczy dowod.

Minie 50 sekund. Zamierimy jednostki 100m = 0,1km. Policzmy najpierw czas t;, ktéry minie od
czasu startu opiekuna do chwili dotarcia na koniec wycieczki. Opiekun porusza sie w jednym kierunku z

predkoscia 15 km /h, a grupa w przeciwnym kierunku z predkoscia 3km/h, wiec wzglednie opiekun porusza
si¢ z predkodcig 18 km/h. t; = > = % = ﬁ
sie w tym samym kierunku, wiec wzgledna predkosé¢ opiekuna to 12 km/h. Analogicznie liczymy czas
powrotu to = % = % = ﬁh = 30 sekund. Lacznie minie 20 4+ 30 = 50 sekund. Zadanie mozna tez

rozwigzaé, piszac réwnania na potozenia oséb w danym czasie.

h = 20 sekund. Z powrotem grupa i opiekun poruszaja

Nie. Zaléozmy, ze kazdy z graczy wygrat tyle samo meczéw, oznaczmy te liczbe jako n. Wtedy wszystkich
meczow byto 30n (jeden mecz mogt byé wygrany tylko przez jedna osobe). Kazdy z graczy rozegral 29
meczow 1 przegral 29 —n z nich. Czyli tak samo mozna zapisaé liczbe wszytkich meczow jako 30(29 —n).
Stad 30n = 30(29 —n), czylin = %. n jako liczba meczé6w musi by¢ liczba naturalna, wiec taka sytuacja
nie jest mozliwa.



