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10.

. Palindromem nazywamy dodatnig liczbe calkowita, ktérej zapis dziesietny czytany od lewej strony

wyglada tak samo jak czytany od prawej strony, np. 2023202. Znajdz wszystkie czterocyfrowe palindromy,
ktére moga byé zapisane jako suma dwéch trzycyfrowych palindromoéw.

Niech ABC bedzie takim tréjkatem, ze |AB| > |AC|. Ponadto niech D oznacza taki punkt na boku
AB, ze |AD| = |AC|. Wykaz, ze |BC| > |CD].

. Funkcja f : R — R spelia réwnanie f(z — 1) + xf(3 — ) = = dla kazdej liczby rzeczywistej x.

Wyznacz f(2).

Dana jest niezerowa liczba rzeczywista a. Czy istnieje taka liczba rzeczywista dodatnia m, ze odleglosé
punktu (1,a) od wykresu funkcji f(x) = log,, x jest najmniejsza?

Czy ponizszy uktad réwnan ma rozwiazanie z dodatnimi x, y, 27 Uzasadnij, podajac pewne rozwiazanie
tego uktadu lub wyjasniajac, dlaczego nie ma on zadnych rozwiazazi.

z+y+z2=30
TYZ _ 10
rzy+yz+xz ~ 3

22y + vz + 222 =9(2% +y? + 22)

Oblicz objetosé réwnolegloscianu, ktérego wszystkie sciany sa rombami o bokach diugosci a i katach
ostrych o mierze «.

. Udowodnij, ze dla dowolnych dodatnich liczb rzeczywistych x1, x2, 3, x4 zachodzi nieréwnosé

T+ x4 To + X1 T3 + X2 T4+ X3
+ + >
T1 + 229 + 223 + 14 To + 2x3 + 224 + T T3+ 224 + 221 + To T4+ 221 + 229 + T3

Wl

. Maly Jas ma pudetko z klockami w pieciu kolorach — czerwonym, zielonym, niebieskim, zéttym

i bialym. Postanowit on zbudowaé¢ wieze z 2023 klockéw stawiajac je jeden na drugim w taki sposéb,
ze:

e klocek na spodzie wiezy nie moze by¢ bialy;

e bezposrednio na klocku w kolorze czerwonym, zielonym, niebieskim lub zéttym nie moze znajdowaé
sie klocek w tym samym kolorze;

e pomiedzy dwoma klockami w tym samym niebialym kolorze nie moze znajdowaé si¢ blok
sktadajacy sie wylacznie z biatych klockéw.

Na ile sposobéw Jas moze zbudowaé wieze, zakladajac, ze nie skoricza mu sie¢ klocki w zadnym
z koloréw?

. Wyznacz wszystkie tréjki parami réznych liczb rzeczywistych (a, b, ¢) spelniajace uktad réwnari:

a®—a="0—-b

¥—b=c—c

la| + 0] + |c| = 2.
Udowodnij, ze dla dowolnej liczby rzeczywistej x zachodzi nieréwnosé

2%+ 27 > m(x + sinx).
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. Niech abba bedzie szukanym palindromem. Poniewaz suma dwéch trzycyfrowych liczb nie przekracza
1998, wiec a = 1. Niech 1bb1 = cdc + Tyx. Wtedy

1001 + 110b = 101(c + ) + 10(d + y).

Ostatnia cyfra lewej strony to 1, wiec ostatnia cyfra ¢ + x to réwniez 1. Skoro 1 < ¢, z < 9, to
¢+ x = 11. Po wstawieniu i uproszczeniu powyzszego wyrazenia dostajemy

11(b—1)=d+u.

Prawa strona tej réwnosci nie przekracza 18, wiec b — 1 jest réwne 0 lub 1. Obie opcje sa mozliwe:
1111 = 505 + 606, 1221 = 565 + 656.

. Skoro |AC| = |AD|, to ACD jest tréjkatem réwnoramiennym o podstawie C'D, zatem kat <ADC
jest katem ostrym. Wiemy stad, ze <BDC = 180° — <ADC > 90°, czyli kat <BDC' jest rozwarty.
7 faktu, ze w tréjkacie najdtuzszy bok lezy naprzeciwko kata o najwiekszej mierze wnioskujemy, ze
BC.

. Podstawiajac = = 3, a nastepnie x = 1, otrzymujemy nastepujacy uklad réwnar:

{f(2) +3£(0) =3
FO)+£(2) =1

Stad mamy f(0) = 1— f(2), a zatem po podstawieniu do pierwszego réwnania otrzymujemy f(2) = 0.

. Pokazemy, ze takie m nie istnieje. Zauwazmy, ze (1,a) nigdy nie nalezy do wykresu funkcji f, bo
log,, 1 =0 # a. Wezmy dowolny € > 0. Wtedy, mozemy rozwiaza¢ nastepujace réwnanie:

F(1+¢) = log,,(1+¢) = a

m*=1+¢
m=(1+ 5)%
Dla obliczonego w powyzszy sposéb odleglosé punktu (1,a) od wykresu funkcji f mozemy zatem
oszacowaé z géry przez 1 4+ ¢ — 1 = ¢, czyli moze byé ona dowolnie maty liczba dodatnia.

. Przeksztalémy powyzszy uklad réwnan w nastepujacy sposéb:

a:—&-g—&-z =10
3
J:y—i—f/iﬁ—xZ =10
22y + yPz + 222 = 9(2? + 9% + 2?)

Zauwazmy, ze pierwsze dwie réwnosci zachodza wtedy i tylko wtedy, gdy x = y = z = 10, poniewaz
w pierwszym réwnaniu po lewej stronie mamy $rednig arytmetyczna liczb z,y, 2, a w drugim ich
srednig harmoniczng. Mozemy z tego skorzystaé, bo usredniane liczby sa dodatnie. Podstawiajac do
trzeciego réwnania otrzymujemy L = 3000 # 2700 = 9 - 300 = P, skad otrzymujemy sprzecznosc.



6. Niech ABCD i A'B’'C'D’ beda podstawami réwnolegtoscianu, a jego krawedziami bocznymi AA’,
BB’, CC" i DD'. Niech katy ostre rombéw w podstawach beda przy wierzchotkach A, B, A’ i B’.
Rozwazmy ostrostup ABDA’. Z twierdzenia cosinuséw | A’ B|? = a?(1 —cos o). Zauwazamy, ze tréjkat
A’'BD jest réwnoboczny. Wtedy dhugosé promienia okregu opisanego na tym tréjkacie wynosi

2 AT —cosa) = L ay/A(T —cosa).

Zauwazmy, ze rozwazany ostrostup ABDA’ jest prawidlowy, bo krawedzie AB, AA’ i AD sg réwnej
dtugosci. Wtedy spodek wysokosci tego ostrostupa opuszczonej z wierzchotka A jest tez srodkiem
okregu opisanego na tréjkacie A’BD. Oznaczmy dhugosé tej wysokosci jako h. Wtedy

2 2 2(1+42
h? =a® — g(l—cosa)a2 = a? (1 - 3cosa> = a(+3cosa).

Oznaczmy dlugosé wysokosci opuszcezonej z A’ tego ostrostupa bedacej zarazem wysokoscia calego
réwnoleglodcianu jako H, a pole ABCD jako P,. Zatem mamy

1 1 2a*(1—cosa)-ayv1+2cosa
3 3 4/3
Vapcpapcp = PyH = a®(1 — cosa)V/1 + 2cosa.

Vappar = P H

N

7. Pokazemy najpierw nastepujacy lemat:
Lemat: Dla dowolnych dodatnich liczb s, zachodzi nieréwnosé:
s ¢

-+ -=2
t s~

Dowéd: Istotnie taka nieréwno$é mozemy przeksztalcié réwnowaznie:
PR > 2st
§*—2st+1> >0
(s—1)* >0,
co koriczy dowdd lematu.

Zastosujmy teraz podstawienie

a=z1+2x9+2x3+ x4, b=120+223+224+ 21, c=2x3+ 214+ 221 + 22, d= x4+ 221+ 225 + 3.

Zauwazmy, ze wowczas mamy

taa=2c— by = od— b tar=2a- b= b od
I T4 = 3C 3(1, T2 Tr1 = 3 3 ; T3 o = 3a 30, Ty xr3 = 3 3 s

zatem nieréwnosé z tresci zadania przeksztalci sie do postaci:

2¢/3—a/3  2d/3-b/3  20/3—c/3 2b/3—d/3 4

a  ~3 ()

a b c

Porzadkujac wyrazy dostajemy:

2<C+a+d+b>_4>4
3\a ¢ b d 373
2(C+a+d+b>>8
3\a ¢ b d)7 3
c e d by,
a ¢ b d~

Na mocy lematu mamy jednak £ + ¢ > 2 oraz % + % > 2, stad nieréwnosé @ jest prawdziwa dla

dowolnych dodatnich a, b, ¢, d, stad nieréwnos¢ z tresci zadania réwniez jest prawdziwa dla dowolnych
dodatnich x1, z2, x3, 4.



8. Zauwazmy, ze spodni klocek wiezy mozemy wybraé¢ na 4 sposoby.

Zalézmy teraz, ze mamy juz zbudowang wieze z n klockéw i zastandwmy sie na ile sposobéw mozemy
dotozy¢ do niej (n+1)-szy klocek. Jesli klocek n-ty jest w jednym z koloréw czerwony, zielony, niebieski
lub z6tty, to wtedy klocek (n 4 1)-szy mozna wybra¢ na 4 sposoby: moze by¢ biaty albo moze by¢
w jednym z trzech koloréw réznym od koloru klocka n-tego. Jesli natomiast klocek n-ty jest bialy, to
wtedy klocek (n-+1)-szy réwniez mozna wybra¢ na 4 sposoby: moze by¢ bialy albo moze by¢ w jednym
z trzech koloréw réznych od koloru najwyzszego niebiatego klocka dolozonego juz do wiezy.

Zatem jesli budujemy wieze od spodu, to kazdy klocek mozemy wybraé¢ na 4 sposoby, wiec wieze
spelniajacg warunki zadania Ja§ moze zbudowaé na 42023 sposobéw.

9. Zdefiniujmy zbiér kandydatow na rozwigzania, czyli takich uporzadkowanych tréjek (a,b,c), ktére
spelniaja dwa pierwsze réwnania uktadu. Formalnie niech

K={(a,bc) eR3:a°—a=0"—b=c"—c,a<b<c}

Mozemy w naturalny sposéb kazdemu elementowi (a,b,c) € K przyporzadkowaé jego indeks, czyli
wspélna wartosé a® —a =0 —b=¢> —c.
Zapiszmy kilka lematéw wyrazonych w terminach indeksu, ktére doprowadzg nas do rozwigzania.

Lemat 1. Jezeli indeks kandydata jest wiekszy lub réwny % — (%)5, to ten kandydat nie jest

rozwigzaniem.

> —x. Wéwezas latwo zauwazymy, ze jezeli

Dowdéd: Wyznaczmy przebieg zmiennosci funkeji f(x) = x
indeks kandydata jest wiekszy lub réwny % — (%)5, to najwigkszy element takiego kandydata jest
wigkszy od 1, a dwa mniejsze elementy kandydata sa mniejsze lub réwne —%, stad suma moduléw
jest wigksza od 2 wbrew trzeciemu réwnaniu danego ukladu réwnan.

Lemat 2. Jezeli indeks kandydata jest z przedziatu (O, % — (%)5> , to ten kandydat nie jest rozwigzaniem.

Dowéd: Dla dowolnych a < b < 0, dla ktérych f(a) = f(b) zachodza réwnosci
a+1 b a—(—1) b—0

AR IO AN T e T I AR T S 1)

Z twierdzenia Lagrange’a wynika, ze istnieja takie liczby p i ¢, ze p € [-1,a] i ¢ € [b,0], dla ktérych

a+1+b= f(a)-

_a=Ch oraz _ 020y
Flay— ey~ e gy — VT
Skoro f'[[-1,—4/5]] C (1,4] oraz f'[[-1/2,0]] = [-1,—11/16], to mozemy stad wywnioskowaé, ze
BRGNP B S U
SR ) Al WIS 0 R
<0

a wiec skoro a < b < 0, to wtedy
la| +1b] +]cj=—a—b+_ ¢ >1+1=2.
>1 >1
Lemat 3. Jezeli indeks kandydata jest réwny 0, to jest on rozwiazaniem.
Dowdéd: Zauwazmy, ze jedyny kandydat o indeksie 0 to (—1,0,1) i latwo sprawdzié, ze jest to
rozwigzanie.

Lemat 4. Tréjka (a,b, c) jest rozwiazaniem ukladu wtedy i tylko wtedy, gdy tréjka (—c, —b, —a) jest
rozwigzaniem ukladu.

Dowdéd: Wystarczy zauwazy¢, ze przeksztalcenie (a, b, ¢) — (—c¢, —b, —a) zachowuje porzadek w obrebie
tréjki i zachowuje spelnianie wszystkich trzech réwnan ukiadu.

Podsumowanie: z lematéw 1, 2 i 4 wynika, ze jezeli indeks kandydata jest rézny od 0, to nie jest
on rozwiazaniem, a z lematu 3 uzyskujemy jedynych sze$¢ rozwiazan uktadu: {a,b,c} = {—1,0,1}.



10. Przeksztalé¢my nieréwnosé réwnowaznie do postaci

2 4+ Tz > msinx.

Zauwazmy, ze poza przedzialem [—27, /2] nieréwnosé jest oczywista, bo wéwezas x? + mx > T,
a z wlasnodci sinusa wiemy, ze ™ > wsinz.

Roéwnosé w nieréwnosci z tresci zadania zachodzi, gdy = € {—m,0}. Pokazemy nieréwnosci miedzy
pochodnymi obu stron na odpowiednich przedziatach. Niech f(z) = 2% + 72 i g(z) = wsinz. Na

poczatek zauwazmy, ze
f'(x)=2x+m oraz ¢ (v)=mcosz.

Na przedziale [—27, —7| zachodzi nieréwnosé¢ f'(x) < ¢'(x), poniewaz 2z + 7 < —7 < wcos .

Na przedziale [—7, 0] zachodzi nieréwnosé f'(x) > ¢'(z), poniewaz funkcja g jest na tym przedziale
wypukla, a wykres funkcji f to sieczna wykresu funkcji g przechodzaca przez punkty (—m, g(—m))
i (0,9(0).

Na przedziale [0, 7] zachodzi nieréwnosé f'(z) < ¢'(x), poniewaz funkcja g jest na tym przedziale
wklesta, a wykres funkcji f to sieczna wykresu funkcji g przechodzaca przez punkty (0, ¢(0) i (7, g(7)).

Konkludujac, mozna tatwo zauwazy¢, ze nieréwnosci na pochodnych na podanych przedziatach i zgodnosci
funkcji f i g w punktach —m i 0 daja teze.

\/ T

Na czerwono funkcja f(x) = 2% + 7z, na niebiesko funkcja g(x) = wsinz.



