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Pétfinal (klasy 7-8 SP)

10.

. Sposréd 100 mieszkancéw pewnej miejscowosci w Beskidach Wschodnich 90 méwi po huculsku, 80

po temkowsku i 60 po bojkowsku. Ilu z nich na pewno méwi wszystkimi trzema jezykami?

. Dany jest trojkat ostrokatny ABC. Punkty K i L sa spodkami wysokosci poprowadzonych od-

powiednio z punktéw A i B, a punkt M jest érodkiem boku AB. Wykaz, ze trojkat K LM jest
rownoramienny.

a+b

. Liczby rzeczywiste a,b sa rozne. Jaka jest wartos¢ utamka £=7, jezeli wiemy, ze 2a% + 2b? = 5ab?

. Niech f(z) = ljﬁ% Oblicz:

1 (ita)+7 (o)1 o)+ ()0 ()

. Na przedtuzeniu najdiuzszego boku AC tréjkata ABC odlozono odcinek C'D tej samej dtugosci co

odcinek BC. Udowodnij, ze kat ABD jest rozwarty.

. Wykaz, ze utamka % nie da sie zapisa¢ w postaci sumy dwoch utamkéw o licznikach 1 i mianow-

nikach naturalnych.

. Na bokach BC' i CD kwadratu ABCD dane sa punkty K i H w ten sposéb, ze |KC| = 2|KB| i

|HC| = |HD)|. Udowodnij, ze katy ZAKB i ZAK H maja réwne miary.

Czy istnieje liczba naturalna, ktéra da sie przedstawi¢ w postaci n = m! + d! na wiecej niz jeden
sposéb przy zachowaniu warunku d > m > 17 Napis n! oznacza iloczyn wszystkich liczb naturalnych
od 1 do n.

. Prostopadloscienng szklanke o podstawie bedacej kwadratem o boku ditugoéci 8 cm oraz wysokosci

12 c¢m ustawiono na krawedzi w sposéb pokazany na rysunku na dole strony. Szklanka jest nachylona
pod katem 45° do poziomu. Nastepnie szklanka zostala wypelniona wodg az do poziomu najnizszego
wierzchotka. Jaka objeto$é wody wlano do szklanki?

Czy da sie dojs¢ skoczkiem z lewego dolnego do prawego gérnego rogu szachownicy 2018 x 2018,
wykonujac tylko takie ruchy, ktére prowadza w prawo i w gore?

12 cm

45" dcm
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Rozwigzania zadan (klasy 7-8 SP)

1. W tej wiosce 10 mieszkancéw nie méwi po huculsku, 20 nie méwi po temkowsku, a 40 nie méwi po
bojkowsku. Najwiecej mieszkancéw nieméwiacych we wszystkich trzech jezykach mamy kiedy te 3
grupy sa roztaczne, co daje 10+ 20+ 40 = 70 oséb. Zatem co najmniej 100 — 70 = 30 os6éb musi znaé
wszystkie 3 jezyki. Taka sytuacja jest mozliwa, jezeli dokladnie 30 zna wszystkie jezyki, dokladnie
10 nie zna huculskiego, 20 nie zna temkowskiego, a 40 bojkowskiego.

Uwaga. W przypadku braku podania przyktadu dla 30 oséb znajacych wszystkie jezyki zadanie
nalezy uznaé za nierozwigzane oraz przyzna¢ maksymalnie 5 punktow.

2. Poniewaz trojkat ten jest ostrokatny, punkty L i K leza na bokach AC oraz BC odpowiednio.
Trojkaty ABL oraz ABK sg prostokatne o przeciwprostokatnej AB. Poniewaz punkt M lezy na
srodku przeciwprostokatnej jest srodkiem okregéw opisanych na nich. Zatem mamy |LM| = %|AB |
oraz |[K M| = %]AB|, wiec LM i KM sg ramionami tréjkata réwnoramiennego.

3. Z zalozenia wynika, ze a®>+b® = 2ab. Zatem (a+b)? = a®+2ab+b? = Jab, (a—b)% = a® —2ab+b? =

%ab. Wiec (Z—fg) LU 9. Dlatego ‘”b =3 lub “*2 = —3. Obie odpowiedzi sg mozliwe np. przy

sab
(a,0) = (1, 2) i (a, ) = (2, 1).

4. Zauwazmy, ze f(x) + f(%) = 1. Mozemy zatem pogrupowaé¢ w pary wyrazy postaci f(ﬁ) i f(%o).
Da nam to 99 par sumujacych si¢ do 1. Pozostanie jeszcze wyraz f (%) = % Zatem cala suma jest

réwna 99, 5.

5. AC to najdluzszy bok, zatem |ZCBA| > |£ZCAB|. Ponadto skoro |[ZCBD| = %, to mamy

|LABD| = \AC’BA\JrMAQCB'

> \ACABHMA;B‘

= 180°—(ACBA1+4A§B’

) = 180°—|ZABD)|

Wobec tego 2|ZABD| > 180°, z czego wynika teza.

6. Gdyby miato tak by¢, to dla pewnych liczb a,b zachodzilaby réwnoscé % = é + %. Czyli bab =
337(a +b), co po pomnozeniu obustronnie przez 5 i dodaniu obustronnie 3372, daje réwnosé 25ab —
5-337a—5-337b+ 3372 = 3372. A zatem (5a — 337)(5b — 337) = 3372. Oba czynniki po lewej stronie
rownania musza by¢ dodatnie, bo inaczej 5a < 337, czyli % < é Zalézmy bez straty ogdlnodci, ze
a < b. Wtedy albo 5a — 337 = 1, 5b — 337 = 3372 albo ba — 337 = 337, 5b — 337 = 337. W obu
przypadkach dochodzimy do sprzecznosci, poniewaz jedna strona réwnoéci jest ewidentnie podzielna

przez 5, podczas gdy druga nie jest.

Uwaga. Jezeli rozwiazanie korzysta z tego, ze liczba 337 jest pierwsza, jest konieczne pokazanie
tego albo przynajmniej skrotowe opisanie, jak sprawdzié¢ ten fakt. Jesli sprawdzenie polega na roz-
wazeniu mozliwych dzielnikéw od 2 do 336 lub podobnie wielu, stanowi to podstawe do odjecia 2
pktéw (nie odejmujemy tylko w przypadku sposobu istotnie lepszego, np. sprawdzanie dzielnikéw do
pierwiastka).

7. Przyjmijmy bez straty ogdlnosci, ze bok kwadratu ma dtugosé jeden. Na przedtuzeniu boku C'B za
punktem B odlézmy odcinek [BM| = 1. W takim wypadku |[KH| = 2, |[MK| = 2, |AM| = |AH|,
tak wiec w czworokacie M KHA boki MK i KH oraz boki M A i AH sa sobie réwne. Wobec tego
tréjkaty AKH i1 AKM sg przystajace. Stad wynika réwnosé katéw z zadania.



8.

10.

Zalézmy, ze mamy n = m! 4+ d! = s! + w!, gdzie m < d,s < w,m < s. Gdyby zachodzilo d < s,
to mielibySmy m! + d! < s! + s! < s! + w!, zatem s < d. Z tej nieréwnoéci oraz s < w wynika, ze
m! = sl 4+ w! — d! jest podzielna przez s!, co jest niemozliwe, gdyz m < s. WykazaliSmy, ze o ile to
przedstawienie jest mozliwe, to jest jedyne.

Zauwazmy, ze gdyby przycia¢ szklanke do wysokosci 8 cm, otrzymaliby$my szedcian wypelniony
woda do potowy. Zatem objetosé¢ wody to

1
~8% =32 cm®.
5 cm
Nie jest to mozliwe. Oznaczmy przez k liczbe ruchéw ”dwa w prawo, jeden w gore”, a przez [ liczbe

ruchéw ”jeden w prawo, dwa w gore”. Wtedy tacznie przejdziemy 2k 41 p6l w prawo oraz 20 + k pdl
w gore. Zeby trafi¢ do prawego gérnego rogu musimy mie¢:

2k + 1= 2017
k+ 20 = 2017.
Ten uktad réwnan ma jedyne rozwiazanie k = [ = %, co jest niemozliwe (nie da sie wykonaé

ulamkowej czesci ruchu).



