Dolnoslgskie Mecze Matematyczne 2022/23

Mecz 1 (licea, runda eliminacyjna)

10.

. Udowodnij, ze w dowolnej grupie n oséb, gdzie n > 2, s takie dwie, ktére znaja te sama liczbe oséb.

Zakladamy, ze jezeli osoba A zna osobe B, to osoba B zna osobe A.

. Doswiadczenie losowe polega na rzuceniu dwoma uczciwymi kostkami szesciennymi. Rozpatrzmy dwa

zdarzenia losowe:

e A — na pierwszej kostce wypadla dwéjka lub czworka;

e B — suma oczek na obu kostkach jest mniejsza niz 5.

Czy zdarzenia A i B sa niezalezne?

2 lutego 2020 byt dniem, ktorego zapis w postaci DD-MM-RRRR zawiera tylko dwie rézne cyfry. Ile
takich dni istnieje pomiedzy 1.01.2000 a 31.12.29997

. Niech ABC bedzie dowolnym tréjkatem nieréwnoramiennym. Skonstruuj figure, ktéra jest zbiorem

wszystkich punktéw wewnatrz tréjkata lezacych blizej punktu A niz punktu B i jednoczesnie blizej
punktu C niz punktu A.

Zmajdz wszystkie liczby pierwsze p i calkowite n speliajace réwnanie

8 4 2n% = pn? — p’n +p.

. Wyznacz wszystkie liczby catkowite n spetiajgce réwnanie

6n% =n*+3.

. Pokaz, ze dla wszystkich dodatnich liczb calkowitych n zachodzi nieréwnosé

n
n! < (n—i—l) .
- 2

Wskazowka: Mozesz skorzystaé z nierownosci (1 + %)n > 2. Jesli z niej korzystasz, udowodnij jg.

. W tréjkacie ABC' kat przy wierzchotku B ma miare 30°. Punkty D oraz E nalezace odpowiednio do

bokéw AB oraz AC tréjkata ABC wybrano w taki sposéb, ze <ADFE = 15° i AE = EC. Wiedzac,
ze |AB| = 6+/3 oraz |BC| = 4 wyznacz pole tréjkata ADE.

. Pokaz, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych x, y zachodzi nieré6wnosé

222y% 4+ 14y® + 522 < V/aty? + 3zt + 22y* + 2022y2 + 5122 + Tyt + 21y2 + 212.

Jasio wykonuje ciag niezaleznych doswiadczen losowych: rzuca symetryczna moneta n razy. Dla jakich
n szansa na to, ze wypadly mu kiedys 2 orly z rzedu, wynosi co najmniej 50%7?



Dolnoslgskie Mecze Matematyczne 2022/23

mecz 1 — rozwiazania (licea, runda eliminacyjna)

1. Zauwazmy, ze zbiér dopuszczalnych liczb oséb znanych przez cztonkéw grupy to {0,1,...,n — 2}
albo {1,2,...,n — 1}. Jest tak, poniewaz fakt istnienia osoby, ktéra nie zna nikogo jest réwnowazny
nieistnieniu osoby znajacej wszystkich.

Wtedy z zasady szufladkowej, skoro mamy n 0séb i co najwyzej n—1 dopuszczalnych liczb znajomych,
przynajmniej dwie osoby beda mialy te sama liczbe znajomych.

2. Te zdarzenia sa niezalezne. Niech Q = {(z,y) : z,y € {1,2,3,4,5,6}}. Wéwczas mozemy przedstawié
zdarzenia A i B z tresci zadania jako

A={(z,y):xze{2,4},y€{1,2,3,4,5,6}} i B={(1,1),(1,2),(1,3),(2,1),(2,2),(3,1)}.
Latwo zauwazy¢, ze |2 = 36, |A| =12, |[B| =61 |AN B| = 2. Stad

P(B)= 2 i P(ANB) = =,

P(4) = 36 36

%7

a zatem zachodzi réwnosé

P(A)-P(B) =P(ANB),
czyli zdarzenia A i B sg niezalezne.

3. Zauwazmy, ze kazda data w latach 2000 — 2999 musi zawiera¢ cyfre 2. Ponadto, ze wzgledu na zapis
miesigca data musi zawieraé cyfre 0 lub cyfre 1. Rozwazmy dwa przypadki:

(a) Data jest zlozona z cyfr 0 i 2. Wéwcezas rok mozemy wybraé na 23 sposobéw (na pierwszym
miejscu musi by¢ cyfra 2, a na kazdym kolejnym 0 lub 2). Tylko jeden miesiac — luty — w zapisie
zawiera wylacznie cyfry 01 2, za$ dziei mozemy wybraé na 3 sposoby (02, 20 lub 22). Lacznie
otrzymujemy 23 - 3 = 24 kombinacje.

(b) Data jest zlozona z cyfr 1 i 2. Wtedy rok wybierzemy réwniez na 22 sposobéw. Jako miesiac
musimy wybraé listopad lub grudzieni (11 lub 12), za$ dzieri wybierzemy na 4 sposoby (11, 12,
21 lub 22). Lacznie jest wiec 23 - 2 - 4 = 64 kombinacji.

Lacznie jest 88 takich dni.

4. Nalezy poprowadzié¢ symetralne bokéw AB i AC'i wybraé obszar bedacy przekrojem wnetrza trojkata
oraz poiplaszczyzn wyznaczonych przez te symetralne zawierajacych odpowiednio punkty A i C.
Naturalnie obszar znajdujacy sie po tej stronie symetralnej AB, po ktérej znajduje sie punkt A
zawiera punkty blizsze do punktu A niz do punktu B (z wlasnosci symetralnej). Analogicznie dla
pétptaszezyzny wyznaczonej przez symetralng boku AC.

Uwaga. Zaleznie od wyboru trdjkata szukany obszar moze by¢ pusty.



5. Zauwazmy, ze lewa strona réwnania jest parzysta niezaleznie od wyboru n i p, a prawa jest parzysta
wtedy i tylko wtedy, gdy liczba p jest parzysta.

Jedyna parzystg liczbg pierwszg jest 2, zatem réwnanie mozemy sprowadzi¢ do prostszej postaci:
8 + 2n? :8n2—4n—|—2,
on3 —8n? +4n+6 =0,
n3 —4n® 4+ 2n 43 =0,
(n—3)(n*>-n-1)=0.
Jedyna liczba calkowita spetlniajaca powyzsze réwnanie jest n = 3.

Ostatecznie jedyna para liczb speliajacych réwnanie jest p = 2, n = 3.

6. Przeksztalémy réwnanie w nastepujacy sposob:
? =nt 4 n? 4+ 3.
Rozwazajac reszty z dzielenia przez 7, mozemy zauwazy¢, ze zbiér mozliwych reszt z dzielenia

wyrazenia n* + n? + 3 przez 7 to {2,3,4,5}, ale Tn? daje zawsze reszte 0 przy dzieleniu przez 7,
wiec rownanie nie ma rozwigzan w liczbach catkowitych.

1\" <& /n) 1
<”n) (k)nm
k=0

Nieréwnosé udowodnimy indukcyjnie.

7. DowiedZmy najpierw wskazowki.:

Baza: Dla n = 1 teza zadania zachodzi, bo 1 < 1.

Zalozenie indukcyjne: Zalézmy, ze dla pewnego n zachodzi n! < ("TH)H

Dowéd indukcyjny:

(n+1)!:n!-(n—l—1)Z§I<n+1

(n+ )" (n +2)"H Wsk (74 2\ "
Qn(n + 2)n+1 — 2 :

)n(n+1):

8. Najpierw policzmy pole tréjkata ABC:

_ |AB| |BC|sin <ABC —6V3

Pypc 5

Oznaczmy przez F punkt przeciecia dwusiecznej <ABC' i odcinka AC. Z twierdzenia o dwusiecznej
wiemy, ze

|AF| |AB| 3V3

\FC|  |BC| 2’

skad mamy réwniez

A

|AC)| _14 |FC| 1+ 2 :3\/§+2
|AF| |AF| 3v3 3v3

Niech teraz h oznacza dlugosé wysokosci tréjkata ABC poprowadzonej z punktu B. Stad mamy

|AF|h  3V3|FC|h 33
2 2 2 2

PAFB = PBCF7



9.

10.

zatem skoro Porp + Pecr = Papc, to Papr = 1+§,@/2' Zauwazmy teraz, ze tréjkaty ADE i ABF

sa podobne z cechy (kk), skad mamy

Pspe = PaBr <

\AE|>2_ 6v3 <\AE\>2_ 3v3 <\AC!>2_ 3v3  (3v3+2)
[AF|) ~ 14332 \|AF]) ~ 2+43v3\|AF|) ~2+3/3\ 3/3

_9+2V3
==

Oszacowujemy lewsa strone nieréwnosci z gory i prawa z dotu:

20292 + 14y% + 522 + 42 < 22292 + 14y? + 622 + 42

Vaty? + 3zt + 22y* + 2022y2 + 5122 + Tyt + 21y2 + 210 <
<V xhy? + 3z + 22yt 4 2022y2 + 5122 + Tyt + 2192 + 212

Mozemy udowodnié¢ nier6wnosé miedzy tak uzyskanymi szacowaniami, a wiec ostrzejsza wersje nieréwnosci

z tresci zadania — po uporzadkowaniu wyrazéw mamy

22 + 1) (12 +3) < V(@2 + )2 +3) (22 + T+ y2 + 3)

2(z2 + 7)(y? + 3)
(22 4+ 74+ y?+3)

< V(@ +7)(y? +3),

co jest prawdziwe z nieréwnosci miedzy srednig harmoniczng i arytmetyczna.

Kazdy ciag {O, R}"™ mozemy sparowaé z jego negacja, czyli ciagiem powstalym przez zamiane R w O
i O w R. Jezeli w jakim$ ciagu istnieje podstowo RR albo OO, to w jego parze co najmniej jeden
ciag (a wiec polowa) spelnia warunek Jasia o posiadaniu podstowa OO.

Sa tylko dwa ciagi, w ktérych nie ma podstéw OO ani RR i w dodatku sa sparowane (sa to ciagi
RORO...i OROR...).

Skoro w kazdej z 2"~! — 1 par ciggéw co najmniej polowa ciggéw (czyli co najmniej jeden) zawiera
podstowo OO, to mamy juz 2"~ — 1 ciggéw z podstowem OO, a wiec do globalnej polowy brakuje
nam znalezienia takiej pary, w ktérej oba ciagi zawieraja podstowo OO. Istnienie takiej pary jest
wiec réwnowazne warunkowi z tresci zadania, poniewaz wéwczas na pewno mamy cO hajmniej
(2! — 1)+ 1 =2"-50% ciggéw z podstowem OO.

Dla n > 4 taka para jest (OORR...,RROO...), a dla n < 4 tatwo sprawdzi¢, ze taka para nie
istnieje. W konsekwencji odpowiedzig jest n > 4.



