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Dolnoslaskie Mecze Matematyczne 2024/25
Eliminacje (klasy 7-8 SP)

. Ile liczb sposréd 12,12 422,12 +22 +32,...12 4 22 4 ... 4 20242 dzieli sie przez 3?

. Czy istnieja takie liczby catkowite a, b, ¢, d, ze iloczyn (a4 b)(b+ ¢)(c + d)(d + a) jest zakonczony w

systemie dziesietnym cyframi ,,10”7

. Dane sa dodatnie liczby catkowite x,y. Pokaz, ze jezeli x + y | 22, to réwniez x + y | y>.

Zapis a | b oznacza b jest podzielne przez a”.

. Wiesio lubi przesiadywac¢ z Babcia w kuchni, gdy ta gotuje. Babcia kupita nowg kuchenke z nowo-

czesnym zegarem cyfrowym. Wiesio do dzi$ nie wie, po co Babci zegarek na kuchence, jezeli juz ma
jeden na Scianie, ale zaczelo go intrygowaé, przez jaki czas w ciggu doby na wyswietlaczu zegarka
kuchenki widnieje cyfra ,9”7 Poméz mu z tym problemem, jezeli wiesz ze zegarek nie wyswietla
sekund.

. Dany jest pewien zbiér 13 liczb naturalnych. Wykaz, Zze mozna z tego zbioru wybraé takie dwie

liczby a i b, ze a — b jest podzielne przez 12

. Na bokach prostokata ABCD zbudowano na zewnatrz trojkaty réwnoboczne ABE i BC'F. Wykaz,

ze

\DE| = |DF|.

. Trojkat prostokatny ma jedna przyprostokatna dlugosci 5 i przeciwprostokatng diugosci 13. Jak

dtuga jest jego najkrétsza wysoko$é?

. Ile razy pole kwadratu A jest wieksze od kwadratu B?

O ktorej godzinie po raz pierwszy w ciggu doby wskazdéwka godzinowa tworzy z minutows kat 220
stopni?

Paulina uktada liczby czterocyfrowe z cyfr 7,3,2,9 (nie uzywa w danej liczbie tej samej cyfry wie-
lokrotnie) w kolejnosci od najmniejszej do najwiekszej. Ktora z tych liczb bedzie 92377
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Rozwigzania zadan (klasy 7-8 SP)

. Rozwazmy, jakie reszty z dzielenia przez 3 daja kwadraty kolejnych liczb. Liczby postaci 3k + 1
po podniesieniu do kwadratu daja reszte (3k + 1)2 = 9k% + 6k + 1 = 1 modulo 3, podobnie liczby
postaci 3k + 2 daja (3k +2)? = 9k* + 12k +4 = 4 = 1 modulo 3. Zatem jedyne liczby, ktére
podniesione do kwadratu beda podzielne przez 3 to te, ktére juz sa podzielne przez 3. W zwiazku
z tym zauwazmy jakie beda reszty z dzielenia przez 3 zadanego ciagu. Widaé, ze cyklicznie bedzie
powtarzac sie 1,2,2,0,1,1,2,0,0. Skoro 2024 = 9 - 224 + 8, to bedziemy mieli 224 pelnych cykli, w
ktérych sa po trzy podzielne przez 3 sumy oraz fragment na koncu 1,2,2,0,1,1,2,0 w ktéorym beda
dwie. Lacznie wsréd podanych liczb bedzie 224 - 3 + 2 = 674 sum kwadratow podzielnych przez 3.

. Zalézmy, ze istnieja takie liczby. Jezeli liczba jest zakonczona w systemie dziesigtnym cyframi ,10”
to jest podzielna przez 2, ale nie przez 4. Oznacza to ze doktadnie jeden z czynnikéw tego iloczynu
musi by¢ parzysty, reszta nieparzysta. Jednakze rozwazmy:

(a+b)+(b+e)+(ct+d) +(d+a)=2(a+b+c+d)

Jak widaé, lewa strona musiataby by¢ nieparzysta, ale prawa jest parzysta. Sprzecznosé, wobec czego
takowe liczby nie moga istniec.

. Sposdb 1.
Poniewaz y* — 2% = (x4 y)(y — z), to y*> = (z + y)(y — x) + 2? i jak wida¢ prawa strona nieréwnosci
jest podzielna przez = + vy, wiec y? jest.

Sposdb 2.
y = (x +y) — =, wobec czego y> = (z +y)? — 2(z + y)z + 22, i podobnie jak w Sposobie 1. prawa
strona jest podzielna przez x + y, wiec y? tez.

. Jezeli godzina nie uzywa cyfry ,,9”, to podczas tejze godziny cyfra ,9” widnie¢ bedzie przez doktadnie
6 minut przy wskazywaniu minutnika: ,09, 19, 29, 39, 49, 59”. Gdy natomiast we wskazaniu godziny
wystepuje cyfra ,,9”, to bedzie ona widnie¢ przez godzine, jednakze musimy odja¢ 6 minut, aby nie
policzy¢ dwukrotnie sytuacji takich jak np.: ,19:39”. Wobec tego: 2-54 min+24-6 min = 252 min =
4 h 12 min.

. Z zasady szufladkowej Dirichleta, pewne dwie z tych liczb maja taks sama reszte z dzielenia przez
12, wiec po odjeciu ich od siebie otrzymamy liczbe podzielna przez 12.

. Tréjkaty DCF oraz DAFE sa przystajace na mocy cechy bkb.

. 7Z tw. Pitagorasa druga przyprostokatna ma dlugosé 12. Z wzoru na pole trojkata trzecia wysokosé

ma dtugosé
5-12 60

13 _E<5’

wiec to ona jest najkrotsza.

. Mozna obliczy¢, ze dwa z trzech katéw tréjkata (nier6wnobocznego) maja miary 120 i 30, zatem
trzeci tez ma 30 stopni i tréojkat jest réwnoramienny. Stad juz tatwo obliczy¢ pole. Mianowicie,
caly trojkat prostokatny jest wéwczas trojkatem charakterystycznym 30°, 60°, 90°. Oznaczmy bok
kwadratu B przez b, a bok A przez a. Wiemy wiec, ze a = bv/3, czyli pole kwadratu A jest 3 razy
wieksze.



9. Wskazéwka minutowa ma predkosé

10.

360
6
60
stopni na minute, a wskazéwka godzinowa
30
— =0,5
60

stopnia na minute. Zatem kat miedzy nimi przyrasta w tempie 5,5 stopnia na minute. Osiggniecie
220 stopni zajmie zatem 40 minut.

Liczb zaczynajacych sie od dowolnej cyfry jest
3-2-1=6,

bo mamy trzy rézne cyfry dostepne raz. Ponadto, zadna liczba zaczynajaca si¢ od 9 nie jest mniej-
sza niz 9237, bo 2 jest najmniejsza dostepna cyfra, 3 najmniejsza dostepna poza 2, 7 najmniejsza
dostepna poza 2, 3. Zatem od 9237 jest 18 mniejszych liczb, wigc ona sama jest 19.



