Dolnoslgskie Mecze Matematyczne 2022/23

Mecz 2 (licea, runda eliminacyjna)

Uwaga: Przypominamy, ze zgodnie z regulaminem DMM dozwolone jest uzywanie kalkulatoréw prostych
w przygotowaniach. Nie moze to jednak stanowi¢ elementu rozwigzania zadania.
Uwaga: Mozna przyjaé, ze m = 3,141592653589....

1.

10.

Na ile sposobé6w mozna posadzi¢ Adama, Bartka, Cecylie, Dorote i Eryka na tawce w taki sposéb,
zeby Cecylia i Dorota siedzialy obok siebie?

. W ogrodzie dookola okraglej altany o srednicy 3 m rosna trzy jablonki. Ogrodnik zauwazyl, ze jesli

polaczymy odcinkiem $rodki dowolnych dwdéch z nich, to ten odcinek bedzie styczny do boku altany.
Ponadto tréjkat wyznaczony przez srodki trzech jablonek ma pole 14 m?. Czy moze si¢ zdarzyé, ze
wszystkie odlegtosci pomiedzy srodkami drzewek liczone w metrach sg catkowite?

. W Hedronii obowiazuja $ciste wymogi dotyczace budowy uli — musi istnie¢ takie ustawienie pszczdt,

ze zadne dwie z nich nie znajduja sie w odleglosci mniejszej badz réwnej v3dm od siebie. Czy
szescienny ul o objetosci 1 m? moze pomiesci¢ 1001 pszczél?

. Ktora z liczb (2—1—\/§+ \/g)(2+ V2 - \/g)(Q— V24 \/3)(2_ V2 - \B) i /483 — /2022 jest wieksza?

. Niech a bedzie niezerowa liczba rzeczywista. Czy istnieje taka liczba rzeczywista dodatnia m niebedaca

liczba 1, ze odleglosé punktu (1,a) od wykresu funkeji f(z) = log,,, = jest najmniejsza?

. Niech f(z) = |22—62—7|—9. Niech g(m) oznacza liczbe rzeczywistych rozwiazan réwnania f(x) = m.

Naszkicuj wykres funkcji g i zbadaj jej cigglosc.

Oblicz objetosé réwnolegloscianu, ktérego wszystkie sciany sa rombami o bokach dlugosci a i katach
ostrych o mierze a.

O funkcji f : R — R wiemy, ze dla wszystkich z,y € R zachodzi |f(z) — f(y)| < 10|z — y| i dla
wszystkich par liczb (z,y) takich, ze |x — y| > 10 zachodzi |f(z) — f(y)| < |* — y|. Udowodnij, ze
£(6) = £(0)] < 50.

Czy dla dowolnej liczby naturalnej n zachodzi réwnosé
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Niech w bedzie okregiem o promieniu 1. Niech ABC bedzie tréjkatem wpisanym w okrag w, ktéry ma
najwieksze pole powierzchni sposréd wszystkich tréjkatéw, ktére mozna wpisaé w okrag w. Niech «,
B i~ beda miarami katéw wewnetrznych przy wierzcholkach tego tréjkata (podanymi w radianach).
Wyznacz z dokladnoscig do trzech miejsc po przecinku liczbe

Va++/B+ 7.
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mecz 1 — rozwiazania (licea, runda eliminacyjna)

1. Jezeli potraktujemy Celing i Dorote jakby zajmowaly tylko 1 miejsce na tawce, wszystkie osoby mozna
usadzi¢ na 4! sposobéw. Wéwezas trzeba jednak wybraé jeszcze w jakiej kolejnosci siedzg dziewczyny
— mozna to zrobié¢ na 2 sposoby. Zatem Adama, Bartka, Cecylie, Dorote i Eryka mozna posadzié¢ na
tawce na 4! - 2 = 48 sposobéw.

2. Nie, nie moze sie tak zdarzyé. Ze wzoru na pole tréjkata wiemy, ze

P:a—l-b—l-cr,
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a zatem
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co nie jest liczba catkowita. Zatem co najmniej jedna z liczb a, b, ¢ nie moze by¢ catkowita.

3. Taki ul nie moze pomiesci¢ 1001 pszczot. Podzielmy ul na 1000 szescianéw o réwnej objetosci. Zgodnie
z zasada szufladkows, jesli umiescimy w ulu 1001 pszczdt, to przynajmniej dwie z nich znajda sie
wewnatrz jednego szescianu. Maksymalna odleglo$é miedzy dwoma punktami w takim szescianie, to
v/3dm, zatem nie jest spelniony wymég dotyczacy minimalnej odleglosci kazdych dwéch pszczét od
siebie nawzajem.

4. Uprosémy najpierw pierwsza z liczb. Ze wzoréw skréconego mnozenia dostajemy:
(24 V2)+V3)((2+V2) = V3)((2—V2) +V3)(2—V2) —V3) = (4+4V2+2-3)(4—4V2 42— 3)

= (3+4V2)(3-4v2) =932 = -23.
Pokazemy, ze druga z liczb jest wigksza, to znaczy —23 < /483 — v/2022. Istotnie, mamy:

—23 < V483 — /2022
23 > /2022 — /483
529 > 2022 — 2v/2022 - 483 + 483
2v/2022 - 483 > 1976
V2022 - 483 > 988

2022 - 483 > 988>
976626 > 976144.

Wszystkie przejscia bylty réwnowazne (w tym przy podnoszeniu do kwadratu obie liczby bylty dodatnie),
zatem druga z liczb jest wieksza.

Uwaga. Za regulaminem meczu ,,Dozwolone jest uzywanie kalkulatoréw prostych w przygotowaniach,
nie moze to jednak stanowié¢ elementu rozwigzania zadania”.



5. Pokazemy, ze takie m nie istnieje. Zauwazmy, ze (1,a) nigdy nie nalezy do wykresu funkcji f, bo
log,,1 = 0 # a. Niech ¢ > 0 bedzie dowolnie malg liczba dodatniag. Wtedy mozemy rozwiazaé
nastepujace réwnanie:

(1 +e) = logy(1+¢) =a
m*=1+¢

1
a

m=(1+¢)

Stad dla kazdego e > 0 istnieje takie m, dla ktérego odlegloé¢ punktu (1,a) od wykresu funkeji
x — log,, x nie przekracza €, a wiec zmieniajac m mozemy uzyska¢ dowolnie malg zadana odleglosé,
jednak nigdy nie bedzie ona zerem. Wobec tego nie istnieje m zapewniajace najmniejsza odlegltosé
punktu (1,a) od wykresu funkcji « — log,, .

6. Rozwazmy kilka przypadkow:

e m € (—o0,—9):

Woéwezas mamy |22 — 62 — 7| < 0, a ta nieréwnosé ma 0 rozwiazaii. Zatem dla m € (—oo, —9)
mamy g(m) = 0.

m= -9

Woéwezas mamy |22 — 62 — 7| = 0, a to réwnanie ma 2 rozwiazania: * = —11i z = 7. Zatem dla
9(=9) =2.

m € (=9,7):

Woéwezas mamy |22 — 6z — 7| € (0,16), a kazda liczba ze zbioru (0, 16) wystepuje jako wartosé
|22 — 62 — 7| dla dokladnie czterech réznych rzeczywistych argumentéw z. Stad dla m € (—9,7)
mamy g(m) = 4.

m="T:

Woéwezas mamy |22 — 6z — 7| = 16, a to réwnanie ma 3 rozwigzania: = 3 — 4v/2, = = 3,
r =34 4v2. Stad ¢g(7) = 3.

m > T:

Woéwezas mamy |22 — 62 — 7| € (16,+00), a kazda liczba ze zbioru (16, +00) wystepuje jako
wartosé |22 — 6z — 7| dla dokladnie dwéch réznych rzeczywistych argumentéw . Stad dla m > 7
mamy g(m) = 2.

Funkcja g jest nieciaglta w punktach x € {—9,7}, a w pozostalych jest ciagta.

Ponizej przedstawiamy wykres funkcji f i wykres funkcji g.
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7. Niech ABCD i A'B'C'D’ beda podstawami réwnolegtoscianu, a jego krawedziami bocznymi AA’,
BB’, CC"i DD'. Niech katy ostre rombéw w podstawach bedg przy wierzchotkach A, B, A’ i B’.



10.

Rozwazmy ostrostup ABDA’. Z twierdzenia cosinuséw | A’ B|? = a?(1 —cos a). Zauwazamy, ze tréjkat
A’'BD jest réwnoboczny. Wtedy dhugosé promienia okregu opisanego na tym tréjkacie wynosi

Zauwazmy, ze rozwazany ostrostup ABDA’ jest prawidlowy, bo krawedzie AB, AA" i AD sg réwnej
dhugosci. Wtedy spodek wysokosci tego ostrostupa opuszczonej z wierzchotka A jest tez srodkiem
okregu opisanego na tréjkacie A’BD. Oznaczmy dhugosé tej wysokosci jako h. Wtedy

a®(1 + 2cos )

2 2
h?=da?>—-Z(1—cosa)a®> =a? (1 - Zcosa | =
3 3 3

. Oznaczmy dlugosé wysokosci opuszczonej z A’ tego ostrostupa bedacej zarazem wysokoscia catego
réwnolegloscianu jako H, a pole ABCD jako P, Zatem mamy

—_

1 2a*(1—cosa)-ayv1+2cosa
3 -3 4/3
Vapcpapcp = PyH = a®(1 — cosa)v/1 +2cosa

Vappar = - P,H

N

. W celu rozwiazania zadania skorzystamy z nieréwnosci tréjkata:

1£(6) = f(0)] = [(£(10) = £(0)) + (F(6) — f(10))] < |£(10) = F(O)| + |f(6) — f(10) < 10 + 40 = 50.

. Przeksztalcamy réwnosé z tezy zadania w nastepujacy sposob:

n\ m—k\(n—k—j 4 4 4 4

, k Jj m 0 1 2 3

Jjtk+m<n

Jkm>1
Zauwazamy, ze obie strony maja identyczna interpretacje kombinatoryczng. Mamy n przedmiotéow
i chcemy je przenie$é do 4 rozréznialnych workéw w taki sposéb, ze w kazdym worku jest co najmniej
jeden przedmiot. Po lewej stronie nieréwnosci najpierw ustalamy liczby j, k, m przedmiotéw, ktére
trafig do trzech pierwszych workéw, jednoczesnie wiedzac, ze n — j — k — m trafi do ostatniego. Po
prawej stronie kazdemu przedmiotowi przypisujemy po kolei worek, do ktérego trafia i odrzucamy
przypadki, gdy do ktéregos worka nie trafia zaden element, korzystajac z zasady wlaczen i wytaczeri.
Totez réownosé zachodzi.

Rozwazmy jakikolwiek tréjkat ABC wpisany w w. Pokazemy, Ze jezeli nie jest on réwnoboczny, to
mozemy znalez¢ tréjkat o wiekszym polu, a wiec udowodnimy tym samym, ze optymalny jest tréojkat
réwnoboczny.

Jezeli tréjkat ABC nie jest réwnoboczny, to bez straty ogdélnosci mozemy zatozy¢, ze |AB| # |AC|.
By zwiekszy¢ pole tréjkata mozemy przesunaé punkt A na srodek dtuzszego tuku BC' na okregu w —
woéwcezas wysokosé z punktu A sie wydtuzy, bo srodek dtuzszego tuku BC' jest punktem najdalszym
od prostej BC' na okregu w.

Stad w optymalnym tréjkacie ABC mamy o = 3 = = 3.

Na podstawie uwagi w nagléwku listy zadan mozna ustali¢, ze m/3 ~ 1,04719755 z dokladnoscia do
8 cyfr po przecinku. Nastepnie, korzystajac z tego przyblizenia, mozna ustalié¢, ze \/7/3 = 1,0233 z
doktadnoscig do 4 cyfr po przecinku, a stad juz bezposrednio 3\/% ~ 31,0233 = 3,070.

Czesé obliczeniows mozna przeprowadzié alternatywnie z obserwacja 3+/7/3 = /7 - /3.



