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Dolnoslaskie Mecze Matematyczne 2024/25
Eliminacje (klasy 7-8 SP)

10.

. Czy tréjkat réznoboczny (tzn. taki, w ktérym zadne dwa boki nie maja réwnej dlugosci) mozna

podzieli¢ na dwa przystajace tréjkaty?

. Pokaz, ze jezeli utamek ™ jest nieskracalny, to utamek mT"'” réwniez.

n

. Dane sa dwie rézne cyfry, z ktérych zadna nie jest zerem. Wykaz, ze suma wszystkich liczb dwucy-

frowych, ktére mozna zapisaé przy pomocy tych cyfr, jest podzielna przez 22.

Znajdz wszystkie naturalne liczby n takie, ze n + 19 oraz n + 98 sg kwadratami.

. Na olimpiadzie dziesigcioro uczniéw rozwiazato w sumie 35 zadan. Wsrdd nich jest uczen, ktéry

rozwigzal dokladnie 1 zadanie, taki, ktéry rozwiazal doktadnie 2 zadania, oraz uczen, ktéry rozwigzal
doktadnie 3 zadania. Udowodnij, ze istnieje uczen, ktéry rozwiazal co najmniej 5 zadan.

. W pewnym kraju sg cztery miasta: A, B, CiD. Z miasta A wystartowaly jednoczeénie dwa samoloty.

Trasa pierwszego to ABDCB, a drugiego to ACDBCB. Ktory samolot szybciej zakonczy swoja trase,
jesli miedzy miastami lataja w linii prostej, a ich predkosci sa takie same?

Uwaga. Nie bierzemy pod uwage czasu spedzonego przez samolot na lotnisku miedzy ladowaniem
a wylotem.

. Luna stoi na dachu swojego domu, ktérego wysokosé to 3m, i patrzy na sasiedni dom. Jego dét widzi

pod katem 60° do poziomu, a zeby spojrze¢ na jego dach musi podnie$¢ gltowe o 90°. Jak wysoki jest
sgsiedni dom? Wiadomo, ze domy maja fundamenty na tym samym poziomie.

. Woda moze napelniaé¢ basen z dwoch kranéw. Jezeli napetniamy basen z obu kranéw naraz, zajmuje

to 3h, a jesli tylko z pierwszego kranu — 5h. Ile zajmie napelnienie basenu, jezeli tylko drugi kran
jest odkrecony?

. Na ile sposobéw mozna wyptaci¢ 240 zt, korzystajac tylko z nominatéow 5zt, 2zt i 1217

Zegar (wskazéwkowy, dwunastogodzinny) wskazuje godzine 8:00. Za ile minut wskazéwka minutowa
dogoni godzinowa?
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Rozwigzania zadan (klasy 7-8 SP)

. Otéz nie mozna. Rozwazmy dowolny tréjkat réznoboczny AABC oraz bez straty ogdélnosci niech
odcinek dzielacy go na dwa trojkaty bedzie wychodzil z wierzchotka C i opadat na bok AB w punkcie
M. Zalézmy nie wprost, ze AAMC = AM BC. Rozwazmy wéwczas dwa przypadki:

(a) |[AM| =|MB|1i|AC| = |CB], sprzeczne z zalozeniem, ze tréjkat AABC jest réznoboczny.

(b) |AM| = |BC|i|AB|—|AM| = |AC|. Stad |AB|—|BC| = |AC|, sprzeczne z warunkiem istnienia
tréjkata.

. Przypusémy, ze utamek mT-kn jest skracalny, wowczas liczby m+n oraz n maja wspélny dzielnik p > 1.
p dzieli m + n oznacza, ze albo zadna z nich nie dzieli si¢, a reszty z dzielenia m przez p i n przez p
sumuja sie¢ do p, albo obie liczby dzielg si¢ przez p. W obliczu za$ faktu, ze p dzieli n, wnioskujemy
ze m i n maja wspolny dzielnik p. Przeczy to jednak temu, Ze utamek " jest nieskracalny.

. Niech a i b to beda te cyfry. Suma wszystkich liczb, ktore mozna przy ich uzyciu zapisaé to:
(10a + a) + (10a + b) + (10b + a) + (10b + b) = 22(a + b)
skad wynika podzielno$¢ przez 22.

. Oznaczmy n + 19 = a?, n + 98 = b%. Wtedy (b — a)(b+ a) = b*> — a? = 79. Liczba 79 jest pierwsza,
zatem b—a = 1 oraz b+a = 79. Z tego wynika, ze jedyne takie n to 1502. Latwo sprawdzié¢ (ale jest
to konieczne w rozwiazaniu!), ze ta liczba faktycznie ma zadana wlasnosé.

Uwaga do punktacji. Alternatywne rozwigzanie moze polegaé na zapisaniu kwadratéw jako a? i
(a + d)?. Wtedy réznica da nam

79 = 2ad + d* = d(2a + d),

skad mozemy wynioskowadé, ze d | 79 oraz d < 9. Jesli zostanie stad wywnioskowane, ze d = 1, to
jest to rozwiazanie na pelng liczbe punktéw. Jesli natomiast beda sprawdzane mozliwe wartosci d,
to nalezy odja¢ 3 pkty. Jesli przypadkow jest wiecej niz 10, nalezy odjaé 4 pkty.

. Co najmniej jeden uczen rozwiazal 1 zadanie, co najmniej jeden 2 zadania i co najmniej jeden 3
zadania. Tych troje uczniéw tacznie rozwiazato 6 zadan. Zatem pozostalych siedmioro uczniow mu-
siato rozwiazaé tacznie 29 zadan. Z zasady szufladkowej musi by¢ jeden, ktory rozwiazal co najmniej
5. Uzasadnienie, ze gdyby kazdy z siedmiorga rozwiazal mniej niz 5 zadan, tacznie rozwiazanych
byloby najwyzej 28, tez jest poprawne.

. To, ktéry samolot szybciej zakonczy swoja trase, zalezy wytacznie od jej dtugosci. Trasa pierwszego
samolotu ma diugosé: |AB|+|BD|+|DC|+|CB|, a trasa drugiego: |AC|+|CD|+|DB|+|BC|+|CB|.
Z nieréwnosci tréjkata wynika, ze |[AB| < |AC| + |CB|. Zatem [AB|+ |BD| + |DC| + |CB| =
|AB|+ |CD|+ |DB|+|BC| < |AC|+ |CD| + |DB| + |BC| + |CB]. Stad pierwszy samolot zakonczy
swoja trase szybciej.

. Kat od poziomu Luny do dachu sgsiedniego budynku to 30°. Obliczamy z tréjkata 30 — 60 — 90, ze
odlegloéé¢ w poziomie do sgsiedniego budynku to v/3 m, wiec odleglo$é w pionie od poziomu Luny
do dachu sasiedniego budynku to 1 m. Laczna wysoko$é sasiedniego domu to zatem 4 m.



8.

10.

Oznaczmy czas (w godzinach) potrzebny na napelnienie catego basenu przez t. Wtedy w ciagu jednej

godziny z drugiego kranu napelnimy
1
t

basenu, a tylko z pierwszego kranu
1

5

basenu. Zatem, skoro odkrecajac oba krany uzyskamy szybko$é napetniania %, mamy réwnanie

ktérego rozwigzaniem jest t = 7.5 h.

Zapomnijmy na chwile o nominale 5 zt. Zaréwno kwote 2k, jak i 2k+1 mozemy za pomoca pozostatych
nominaléw wydaé na k + 1 sposobéw w zaleznosci od liczby uzytych dwuztotéowek, od 0 do k.

Jedli skorzystamy z parzyscie wielu piecioztotowek pozostanie nam do wydania ktéras z kwot
240, 230, ..., 20, 10,0,
co mozemy zrobi¢ na odpowiednio
121,116, 111,...,11,6,1
sposobow. Jezeli natomiast uzyjemy nieparzyscie wielu piecioztotéwek, pozostata kwota to
235,225,215, ...,25,15, 5.

Mozemy wydaé ja na
118,113,108,...,13,8,3

sposoby. Sumujac po wszystkich mozliwosciach dostajemy

(12141164 ... +6+1) + (118 + 113 +... +8+3) =
25-1+5(24+23+...+1+0)+24-3+5(23+22+...+1+40) =
2977.

W rachunku skorzystaliémy z faktu, ze liczby w pierwszej sumie to kolejne liczby postaci 5k + 1,
liczby w drugiej sumie sa postaci 5k + 3, oraz ze wzoru

n(n+1).

O+1+2+...+(n—1)+n= 5

Niech t bedzie czasem, ktory uptynie. Wtedy pozycje katowe odpowiednich wskazéwek spetniaja
réwnanie (w stopniach)

360
24 : =
0+t 1260 6t,
co daje
480
t=—.
11

Warto zauwazyé, ze jest to mniej niz 60 min, wiec réwnanie faktycznie ma sens (tzn. spotkanie
nastapi, zanim wskazéwka minutowa przebiegnie cala tarcze).



