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Dolnoslaskie Mecze Matematyczne 2024/25
Eliminacje (klasy 7-8 SP)

10.

. Liczba a przy dzieleniu przez 5 daje reszte 2. Udowodnij, ze liczba a podniesiona do kwadratu a

nastepnie powiekszona o 1 jest podzielna przez 5.

. Bronia napisata na tablicy liczby 1, 2, 3, 4, 5, 6. W kazdym ruchu do dowolnych dwéch z nich Bronia

dodaje 1. Czy moze takim sposobem otrzymaé szeéé¢ jednakowych liczb?

. Dane jest 2025 liczb naturalnych. Ich suma jest podzielna przez 3. Dowiedz, ze suma ich szeSciandw

rowniez jest podzielna przez 3.

. Aldona i Bonifacy zbierajg znaczki. Bonifacy ma trzy razy wiecej znaczkéw niz Aldona, lecz gdyby

dat jej 15 swoich znaczkéw, to mialby tylko dwa razy wiecej niz ona. Ile (zamiast 15) musialby jej
daé¢ swoich znaczkéw, aby mieli ich tyle samo?

. Liczba a679b jest podzielna przez 72. Znajdz cyfry a i b.

. Udowodnij, ze nie istnieje liczba pierwsza postaci 99...91 gdzie cyfra 9 wystepuje nieparzysta liczbe

razy.

. Wéréd 11 kulek 2 sg radioaktywne. Dla dowolnego podzbioru kulek potrafimy sprawdzi¢ czy zawiera

on co najmniej jedng radioaktywna kulke. Czy da si¢ znalezé obie radioaktywne kulki wykonujac co
najwyzej 7 pomiaréw?

. Miary katéw ABC przy wierzchotkach A, B i C pozostaja w stosunku 5 : 4 : 9. Na boku AB

zaznaczono tez jego $rodek — punkt D. Z wierzchotka C' opuszczono wysokosé C'E. Jaka jest miara

kata <DCE?

. Dwa pociagi, osobowy i pospieszny, kursuja miedzy Wroclawiem a Ustka. Pociagi poruszaja sie

ze stala predkoscia. Pociagi wyruszaja w tym samym momencie w przeciwne strony, mijajac sie
o godzinie 15:00. Pociag pospieszny dociera do celu tego samego dnia o 23:00, a pociag osobowy
nastepnego dnia o 9:00. O ktoérej godzinie pociagi ruszyty?

W trapezie rownoramiennym ABCD podstawa AB jest dhuzsza od podstawy CD, a przekatne
przecinaja sie pod katem prostym. Podstawy maja dtugoéé¢ odpowiednio 16 i 12. Jaka dlugo$¢ ma
rami¢ trapezu?
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Rozwigzania zadan (klasy 7-8 SP)

1. Liczbe a mozna zapisaé jako b+ 2 dla pewnej naturalnej liczby b. Wéwczas podnosimy do kwadratu:
(5b + 2)% = 25b% + 20b + 4 i powiekszamy o 1 otrzymujac 25b% + 20b + 5, skoro kazdy sktadnik sumy
jest podzielny przez 5, to cata suma jest.

Alternatywne rozwigzanie. Rozwigzanie wyliczajace reszte z dzielenia przez 5 (jako 22 +1 = 5)
takze jest poprawne.

2. Zauwazmy, ze na poczatku suma liczb napisanych na tablicy jest nieparzysta. Dodanie 1 do dwéch
dowolnych liczb nie zmienia parzystosci sumy liczb na tablicy. Jezeli dostaliby$Smy po takich ru-
chach w koncu sze$¢ identycznych liczb, to ich suma musiataby byé nieparzysta. Jest to niemozliwe
poniewaz ta suma bylaby podzielna przez 6, w szczegdlnosci przez 2.

3. Teza jest oczywidcie prawdziwa dla dowolnej liczby naturalnej w miejsce liczby 2025. Niech wiec
dane w tredci liczby to ai,...,a,. Wéwczas zauwazmy, ze dla kazdego i: a3 — a; = a;(a? — 1) =
ai(a; — 1)(a; + 1). Hloczyn trzech kolejnych liczb naturalnych jest podzielny przez 3, bo ktéras z
nich na pewno jest podzielna przez 3. A zatem suma szesciandéw wszystkich liczb po odjeciu sumy
wszystkich liczb jest podzielna przez 3. Skoro wiec suma liczb takze byla podzielna przez 3, to
otrzymujemy teze.

Uwaga. Sprawdzenie, ze 2 i  maja taka samg reszte z dzielenia przez 3 dla dowolnego 2 mozna

tez wykonaé recznie, tzn. rozpatrujac trzy mozliwe reszty z dzielenia przez 3. Za takie podejicie nie
nalezy odejmowaé¢ punktow.

4. Jezeli a oznacza liczbe znaczkéw Aldony, to wiemy, ze Bonifacy ma 3a znaczkéw, oraz ze zachodzi
réwno$é 3a — 15 = 2(a + 15). Po rozwiazaniu otrzymujemy a = 45, czyli Aldona ma znaczkéw 45,
natomiast Bonifacy ma ich 135. Nie trzeba tego liczy¢ oczywiscie, poniewaz jak widaé¢ skoro on ma
3a znaczkéw, a ona a, to wystarczy, ze da jej a znaczkéw. Zatem Bonifacy musi jej da¢ 45 znaczkow.

Rozwiazanie alternatywne. Niech a oznacza liczbe znaczkéw Aldony. Aldona i Bonifacy maja
razem 4a znaczkow i ta taczna liczba nie zmienia sie po przekazaniu znaczkow przez Bonifacego.
Poniewaz wtedy Bonifacy ma dwa razy wiecej znaczkéw, to Aldona ma ich

czyli jej liczba znaczkéw wzrasta o % Stad mamy

%:15 — =45,

i tyle znaczkéw Bonifacy musi da¢ Aldonie.

5. Liczba jest podzielna przez 72 wtedy i tylko wtedy, gdy jest podzielna przez 8 i przez 9. Liczba jest
podzielna przez 8 doktadnie wtedy, gdy liczba ztozona z jej trzech ostatnich cyfr jest podzielna przez
8. Zatem b musi by¢ rowne 2. Liczba jest podzielna przez 9 doktadnie wtedy, gdy suma jej cyfr jest
podzielna przez 9. Zatem a jest réwne 3.



6.

10.

Przypusémy, ze liczba dziewigtek uzytych do zapisu wynosi 2n — 1. Wtedy 99...91 = 102" — 9 =
(10™)2 — 32 = (10™ — 3)(10™ + 3). Zaden z uzyskanych czynnikéw nie jest réwny 1 zatem liczba jest
zlozona.

. Podzielmy wszystkie kulki poza jedna na 5 grup po 2 kulki i sprawdzmy radioaktywnos¢ kazdej

z nich. Jezeli 2 grupy byly radioaktywne, sprawdzamy po jednej kulce z kazdej z tych grup, co
pozwala rozstrzygnaé, ktéra kulka w danej parze byta radioaktywna. Jezeli tylko jedna para byta
radioaktywna, to sprawdzamy radioaktywnos$é obu kulek z tej pary. Jezeli obie byly radioaktywne,
znalezliSmy szukane dwie kulki radioaktywne. W przeciwnym przypadku druga radioaktywna kulka
jest ta, ktéra odtozyliSmy na poczatku.

. Miary katow tréjkata to 50, 40, 90 stopni. Poniewaz kat przy A jest wiekszy, kolejno$¢ punktow na

boku AB to A, E, D, B. Kat przy wierzchotku C' jest prosty. Ponizej dowodzimy, ze z tego wynika
|CD| = |BD|.

Powyzszy fakt dowodzimy nastepujaco: jesli wykonamy symetrie srodkowa wzgledem punktu D,
punkty A i B przejda na siebie nawzajem, a punkt C' na nowy punkt C’. Czworokat AC'BC' jest
prostokatem, wiec jego przekatne sa rownej dtugosci i punkt przeciecia dzieli je na pot, skad mamy
|CC'|  |AB|
2 2

D] = — |BD).

Wracajac do rozwigzania zadania, trojkat C'BD jest rownoramienny, wiec
<BCD = <CDA = 40°.
Tréjkat CAE jest prostokatny, wiec
<JACE =90° = <CAB = 40°.

Stad obliczamy, ze
<DCE = 10°.

. Niech [1, 12 oznaczaja droge pokonang przez pociagi osobowy i pospieszny od wyruszenia do miej-

sca spotkania pociggéw, a t — czas od wyruszenia do spotkania. Przy tych oznaczeniach predkosci

pociagéw to
li lp

tt
Po spotkaniu pociag osobowy podrézowal jeszcze 18 h, a pociag pospieszny 8 h. Mamy zatem uklad
l

—-18=1
P 2
ly
=-8=1.
; 1
Mnozac réwnania stronami, otrzymujemy
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wiec
2=144 = t=12.

Niech FE oznacza punkt przeciecia przekatnych. Z symetrii, trojkaty ABE i C DFE sa rbwnowramienne,
a z warunkéw zadania takze prostokatne. Mamy zatem

ap - 16
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7 tw. Pitagorasa zatem
AD = 10V2.



