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Dolnoslaskie Mecze Matematyczne 2024/25
Pétfinal (klasy 7-8 SP)

10.

. Rolnik Czestaw w poniedziatek rano zabronowal potowe swojego pola, a wieczorem zdazyt jeszcze

zabronowa¢ 4 ha. We wtorek zabronowal 1/3 pozostalej czeéci pola. W érode Czestaw skonczyt prace,
bronujac ostatnie 8 ha. Jakiej wielkosci pole posiada rolnik Czestaw?

Oblicz wiek syna, taty i dziadka, jezeli wiadomo, ze poltowa wieku taty rowna sie czwartej czesci
sumy lat dziadka i syna. Ponadto 5 lat temu tato mial o 35 lat mniej niz syn z dziadkiem razem
wzigci. Za 3 lata natomiast dziadek bedzie miat o 7 lat wiecej niz syn i tato razem.

Niech a bedzie suma szesciu kolejnych naturalnych poteg dwojki, z ktérych pierwsza to 2". Ile
dzielnikow ma liczba a?

W 16 kg nasion znajduje sie 10% zanieczyszczen. Ile trzeba ich odjaé, by stanowily tylko 4% catosci?

. W trapezie ABCD podstawa AB ma dtugo$é 26, podstawa C'D — 13, a ramie BC' — 5. Miary katow

przy wierzchotkach A i B sumuja sie do 90°. Ile wynosi dtugos$¢ ramienia AD?

. Trojkaty réwnoboczne ABC' i CDE sa ulozone jak na rysunku ponizej. Udowodnij, ze AD = BE.

B

Czy istnieja takie dodatnie liczby catkowite a, b, ¢, ze kazda z liczb a - b,b - ¢, a - ¢ konczy sie cyframi
267

Pokaz, liczb 1, 2, ..., 9 nie da si¢ podzieli¢ na 3 grupy po trzy liczby w taki sposéb, zeby w kazdej
grupie jedna z liczb byta sumag dwoch pozostatych.

W tréjkacie rozwartokatnym ABC bok AC jest dluzszy od obu pozostatych bokéw. Odcinek AD jest
wysokoscia tego tréjkata poprowadzona z wierzchotka A. Udowodnij, ze |DC|—|DB| > |AC|—|AB|.

Pewng liczbe naturalng podzielono z reszta przez 3, 18 i 48. Suma tych trzech reszt jest réwna 39.
Udowodnij, ze reszta z dzielenia przez 3 tej liczby wynosi 1.
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Rozwigzania zadan (klasy 7-8 SP)

1. Niech p oznacza powierzchni¢ pola rolnika Czestawa w hektarach. W poniedziatek Czestaw zabro-
nowal § + 4, we wtorek 1(p — & —4) = 1(L — 4), natomiast w érode 8. Mamy zatem réwnanie

P 1.p
=T 444 (£ -4
D 2+ +3(2 )+ 8
6p=3p+24+p—8+48
p=32

Zatem pole rolnika Czestawa ma 32 ha powierzchni.

2. Niech s,t,d oznaczaja odpowiednio wiek syna, taty, dziadka. Zapiszmy informacje pod postacia

ukladu réwnan: . .

(t—5)=(d—5)+(s—5)—35

(d+3)=(t+3)+ (s+3)+7

Po uproszczeniu otrzymujemy:

t=3(d+s)
t=(d+s)—40
d—s=1t+10

Z dwbch pierwszych réwnan otrzymujemy (po przyréwnaniu i pomnozeniu przez 2) 2(d + s) — 80 =
d+ s, a wiec d + s = 80. Wstawiwszy to do drugiego rownania otrzymujemy ¢ = 40. Podstawiamy
do trzeciego i mamy d — s = 50. Dodajemy do tego d 4+ s = 80, a zatem 2d = 130, czyli dziadek ma
lat d = 65. Syn zatem ma s = 15 lat. Wiek panéw to odpowiednio: 15, 40, 65

3. Mozemy zapisa¢ @ = 274201212 on 34 ontd gt — 9n(14.24448+16+32) = 2"-63. Zatem w
rozktadzie na czynniki pierwsze wystepuje doktadnie n dwdjek, dwie tréjki i jedna sibdemka. Kazdy
dzielnik to iloczyn ilu$ dwdjek, ilus tréjek i siddemki lub nie. Wobec tego mozemy nie wziaé zadnej
dwdjki, lub wziaé¢ jedna, lub ..., lub wziaé¢ n dwdjek. Czyli mamy (n + 1) opcji na wybdér dwdjek.
Analogicznie mamy 3 opcje odnosnie tréjki i dwie odnosnie sidédemki. Zatem dzielnikéw liczby a jest
6(n+1).

4. Zauwazmy, ze zanieczyszczen jest 1,6 kg calodci. Odsiewajac = kg zanieczyszczen, z calej masy
rowniez odejmujemy x kg. Mamy zatem réwnanie

16—z 1

16—z 25

Mnozymy przez 25(16 — x) otrzymujac 25 - 1,6 — 25z = 16 — x. Rozwiazujac dalej mamy 24z =
25-1,6—-16=25-1,6—-10-1,6=15-1,6. Czyli 8x =5-1,6, azatem x =5-0,2=1



10.

. Po przedtuzeniu, ramiona AD i BC przetna sie w punkcie E. Z warunku na katy mamy, ze trojkat

ABE jest prostokatny. Ponadto, poniewaz
1
CD| = 5|AB],

to punkty C'i D sa srodkami bokéw BE i AE. Zatem bok BE ma dlugosé 10 i z tw. Pitagorasa
obliczamy

1 1
4D = 5|AEl = 5\/262 —10% = /132 — 52 = 12.

. Mamy

<ACD =60° — <CDB = <BCE.

Ponadto, |AC| = |BC| oraz |CD| = |CE|. Zatem tréjkaty ACD i BCE sa przystajace z cechy
bok-kat-bok, skad teza.

. Liczba, ktérej ostatnie 2 cyfry to 26 jest podzielna przez 2 ale nie jest podzielna przez 4. Zatem w

rozkladzie ab - be - ac = (abc)? dwéjka wystepuje w 3 potedze co jest niemozliwe dla kwadratu.

Alternatywnie, mozna zauwazy¢, ze gdyby takie trzy liczby istnialy, to w kazdej parze dokladnie
jedna jest parzysta. Z tego wynika, ze wsrod a, b, ¢ co najmniej dwie liczby sa parzyste, ale to oznacza,
ze ich iloczyn dzieli sie przez 4, wiec nie moze konczy¢ sie na 26.

. Zalézmy nie wprost, ze taki podzial istnieje. Niech a < b < ¢ beda liczbami z pewnej grupy. Wtedy

c=a+b, zatem a+ b+ ¢ = 2c¢ czyli suma liczb w kazdej grupie jest parzysta. Dodajac te 3 parzyste
sumy do siebie otrzymujemy liczbe parzysta. Z drugiej strony ta suma jest rowna sumie wszystkich
liczb od 1 do 9, ale ta suma wynosi % = 45 co jest liczba nieparzysta. DoszliSmy do sprzecznodci,

zatem taki podzial nie istnieje.

. Bok AC jest dtuzszy od pozostalych, zatem kat ZABC jest rozwarty. Wiec punkt D lezy na prze-

dtuzeniu boku BC, a B lezy miedzy D a C na tej prostej. Z tego wynika, ze |[BC| = |DC| — |DB|.
Dodatkowo z nieréwnosci tréjkata wiemy, ze |BC| + |AB| > |AC|, czyli |BC| > |AC| — |AB]|. Po
podstawieniu |BC| za |DC| — |DB| dostajemy teze.

Oznaczmy naszg liczbe jako n = 3a + r1 = 18b+ ro = 48¢ + r3. r1 moze by¢ réwne 0, 1 lub 2. Jezeli
r1 = 0to ra+1r3 = 39, ale wtedy 2n = 180+ 48c+ 39 lewa strona jest parzysta, a prawa nieparzysta,
wiec sprzecznosé. Jezeli 11 = 2 to ro + r3 = 37, ale wtedy 2n = 18b + 48c¢ 4 39 lewa strona jest
parzysta, a prawa nieparzysta i ponownie dochodzimy do sprzecznosci. Zatem reszta z dzielenia n
przez 3 musi by¢ réwna 1.

Alternatywne rozwigzanie. Poniewaz 18 i 48 to liczby parzyste, n ma taka sama parzystosé jak
reszta ro z dzielenia przez 18 oraz reszta rs z dzielenia przez 48. W szczegdlnodci o i r3 sa tej samej
parzystodci, wiec ro + rs jest parzyste. Jesli r1 ozacza reszte z dzielenia przez 3, to

T1 :39—(T2+T3),

wiec r1 jest nieparzyste. Poniewaz mozliwe wartosci 1 to 0,1,2, to r; = 1.



