Zimowa Szkota Matematyki 2025

Symulacja OMJ — zestaw poniedziatkowy

11. Znajdz wszystkie trojki liczb naturalnych dodatnich (a, b, ¢), dla ktorych:
NWD(a,20) =b, NWD(b,15) =¢, NWD(a,c)= 5.

12. Niech ABC bedzie trojkatem réwnoramiennym o podstawie AB i kacie
przy podstawie wiekszym od 60°. Oznaczamy $rodek okregu opisanego i wpisanego odpowiednio przez O, W.
Wreszcie niech D bedzie punktem przeciecia okregu przechodzacego przez punkty B,O,W z ramieniem BC.
Wykaz, ze odcinki AC oraz DW sa roéwnolegte.

13. Wykaz, ze kazda liczba naturalna konczaca sie w zapisie dziesietnym na 133 ma dzielnik pierwszy niejedno-
cyfrowy.

14. Niech ABC bedzie trojkatem ostrokatnym. Oznaczmy ortocentrum przez H, a spodki wysokosci poprowad-
zonych z A, B, C przez D, E, F. Punkt przeciecia D F oraz wysokosci poprowadzonej z B oznaczmy przez P. Prosta
prostopadia do B przechodzaca przez P przecina AB w punkcie Q). Prosta FQ przecina wysoko$¢ poprowadzona
z A w punkcie N. Wykaz, ze N jest srodkiem odcinka AH.

15. Adam na poczatku gry wybiera liczbe naturalng n, ktéra nie jest kwadratem. Beata dodaje do niej liczbe n + 1.
Adam do sumy dodaje n + 2. Beata do sumy dodaje liczbe n + 3, i tak dalej. Wygrywa ten, kto uzyska kwadrat.
Wykaz, ze istnieje nieskoriczenie wiele liczb poczatkowych, dla ktorych Adam wygrywa.
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Symulacja OMJ — zestaw wtorkowy

21. Niech z,y,2z € Ry oraz x + y + z = 3. Wykaz, Ze co najmniej jedna z liczb:
z(x+y—2), yly+ 2z —x), 2(z + = — y) nie przekracza 1.

22. Rozwazamy nastepujaca figure:

~ ~ . Chcemy w kazde pole

wpisaé jedng liczbe od 1 do 9, zadnej nie powtarzajac. Ponadto suma liczb na polach wspoétliniowych musi by¢
rowna dla kazdej linii. Ile istnieje sposobéw na takie wpisanie tych liczb?

23. W pokoju jest n dzieci, z ktérych kazde ma pewna dodatnig liczbe cukierkéw. W rundzie o numerze k wszystkie
dzieci, ktorych liczba posiadanych cukierkéw jest wzglednie pierwsza z k, otrzymuja jeden dodatkowy cukierek.
Wykaz, ze po pewnej liczbie rund dzieci bedzie mozna podzieli¢ na dwie grupy, w obrebie ktorych kazde dziecko
ma tyle samo cukierkow.

24. Niech ABC bedzie trojkatem ostrokatnym, w ktorym AC < AB, a promieri okregu opisanego wynosi R. Niech
D bedzie spodkiem wysokosci opuszczonej na BC, a T niech bedzie takim punktem na prostej AD, ze AT = 2R
oraz D lezy pomiedzy A i T. Wreszcie, niech S bedzie srodkiem huku BC niezawierajacego A. Wykaz, ze kat
<TAST jest prosty.

25. Znajdz najwigksza stala C, dla ktérej nieréwnosé
(1 +... —|—x6)2 > C - (z1(x2 + x3) + z2(x3 + 24) + ... + z6 (21 + 22))

jest spelniona dla wszystkich liczb rzeczywistych.
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Symulacja OMJ — zestaw Srodowy

31. Niech n > 3. Na tablicy zapisujemy liczby naturalne od 1 do n. W kazdym kroku
wybieramy dwie i zastepujemy je ich §rednig arytmetyczna. Postepujemy tak, az
na tablicy zostanie jedna liczba. Jaka jest najmniejsza liczba naturalna, ktéra
mozna w ten sposob uzyskacé?

32. Dany jest trojkat ostrokatny ABC, w ktorym AB > AC, a H jest punktem przeciecia wysokosci. Punkt E jest
odbiciem symetrycznym punktu C wzgledem wysokosci AH. Niech F' bedzie punktem przeciecia prostych FH i
AC. Wykaz, ze srodek okregu opisanego na trojacie AEF lezy na odcinku AB.

33. Dla a,b,c € Ry wykaz, ze ¢ + ¢ > A

34. Niech W bedzie érodkiem okregu wpisanego w okrag ABC. Dany jest pewien okrag przechodzacy przez punkty
A, B, ktory przecina odcinek AW w punktach A i P, odcinek BW w B, @, odcinek AC w A, R oraz BC w B, S,
przy czym zadne trzy z punktow A, B, P, @, R, S nie sa wspolliniowe, a takze R lezy we wnetrzu odcinka AC, a S
we wnetrzu odcinka BC. Wykaz, ze proste PS, QR, CW przecinaja sie w jednym punkcie.

35. Niech liczby rzeczywiste a, b, ¢ > —1 spetniaja réwnosé a® + b3 + ¢ = 1. Wykaz, ze a +b+c+a? +b% + % < 4.
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Symulacja OMJ — zestaw czwartkowy

41. Niech a, b, c bedg liczbami naturalnymi, dla ktérych a® + b + ¢ jest podzielne
przez 18. Wykaz, ze abc jest podzielne przez 6.

42. Niech ABCDE bedzie pieciokatem foremnym o §rodku w M. We wnetrzu
odcinka DM obieramy punkt P. Okrag opisany na ABP przecina odcinek AE w punktach A i @), a prosta
prostopadla do C'D przechodzaca przez P przecina w punktach P i R. Wykaz, ze AR i QR maja rowna dlugosc.

43. Maks ma 2025 pustych stoikéw ponumerowanych od 1 do 2025. W n-tym ruchu wybiera stoik i wrzuca n monet
do wszystkich stoikow oprocz wybranego. Czy moze w skonczenie wielu ruchach doj$¢ do sytuacji, w ktorej liczba
monet w kazdym stoiku bedzie taka sama?

44. Niech k bedzie okregiem o promieniu r, a AB cieciwg okregu k, taka ze AB > r. Ponadto niech S bedzie
punktem na cieciwie AB spelniajagcym AS = r. Symetralna odcinka BS przecina okrag k w punktach C' i D.
Prosta przechodzaca przez D i S przecina okrag k po raz drugi w punkcie E. Wykaz, ze trojkat C'SE jest
réwnoboczny.

45. Rozwiaz w liczbach naturalnych réwnanie 2017¢ = b5 — 32b + 1.
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Olimpijska liga zadaniowa — zestaw poniedzialkowy

101. Niech ABC bedzie trojkatem réwnoramiennym o podstawie AB i kacie przy
podstawie wickszym od 60°. Oznaczamy $rodek okregu opisanego i wpisanego
odpowiednio przez O, W. Wreszcie niech D bedzie punktem przeciecia okregu
przechodzacego przez punkty B, O, W z ramieniem BC. Wykaz, ze odcinki OD oraz W B sa prostopadte.

102. Niech z,y > 0 oraz zy = 4. Wykaz, ze ﬁ + y—}rB <2

103. Ania i Bartek otrzymali taiicuch z 2025 koralikami. W kazdej turze jedna osoba przecina laiicuch, a druga
wyrzuca jedna z uzyskanych czedci. Gracze graja na przemian, Ania zaczyna. Kto ma strategie wygrywajaca, jesli
przegrywa osoba, ktora otrzyma taricuch z doktadnie jednym koralikiem?
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Olimpijska liga zadaniowa — zestaw wtorkowy

201. Dane sa dwa okregi styczne wewnetrznie, przy czym X jest punktem stycznosci.
Niech P bedzie dowolnym punktem plaszczyzny nielezacym ani na zadnym okregu,
ani na prostej przechodzacej przez ich srodki.
Niech Bj, B2 beda tymi punktami na poszczegdlnych okregach, ktére leza najblizej punktu P, a D;, Do tymi,
ktore leza najdalej. Wykaz, ze <B1 X By = <D X Ds.

202. Znajdz wszystkie pary liczb naturalnych dodatnich spetniajace réwnanie k% — 2016 = 3.

203. Z okazji XX OMJ na tablicy napisano liczby 2025 oraz 20. Dwoje graczy na przemian zapisuje na tablicy
dodatnia réznice dwoch wybranych przez siebie liczb znajdujacych sie juz na tablicy, pod warunkiem, ze tej
réznicy na tablicy jeszcze nie zapisano. Przegrywa ten, kto nie moze zapisaé¢ juz zadnej liczby. Kto ma strategie

wygrywajaca?!
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Olimpijska liga zadaniowa — zestaw srodowy

301. Niech ABC bedzie trojkatem, w ktorym AC > AB, a O jest srodkiem okregu
opisanego. Styczne do okregu opisanego w punktach A, B przecinaja sie
w punkcie T'. Symetralna boku BC' przecina bok AC w punkcie S.
Wykaz, ze punkty A, B, O, S, T sa wspolokregowe.

302. Na okregu rozmieszczono 2016 punktéw. Wolno nam skakaé¢ o dwa lub trzy punkty, zawsze zegarowo. Jaka
jest najmniejsza mozliwa liczba skokéw, po ktérej odwiedzimy wszystkie punkty i wrocimy do punktu startowego?

303. Niech a,b,c,d € R oraz a® + b + ¢ + d*> = 4. Wykaz nier6wnosé (a + 2)(b + 2) > cd.
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Olimpijska liga zadaniowa — zestaw czwartkowy

401. Niech ABCDE bedzie pigciokatem wypuklym o réwnych bokach. Katy przy
wierzchotkach C'i D sa proste. Niech P bedzie punktem przeciecia przekatnych
AC i BD. Wykaz, ze odcinki PA i PD sa réwnej dtugosci.

402. Rozwazmy uklady liczb naturalnych od 1 do 64 na szachownicy, gdzie kazde pole zawiera dokladnie jedng
liczbe i zadna liczba sie nie powtarza. Liczbe nazwiemy fantastyczna, jesli jest najwieksza w swoim rzedzie i
najmniejsza w swojej kolumnie. Czy prawda jest, ze kazde takie ulozenie liczb zawiera przynajmniej jedna liczbe
fantastyczna?

403. Czy prawda jest, ze kazde takie ulozenie liczb zawiera maksymalnie jedng liczbe fantastyczna?
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Mecz matematyczny

. Rozwiaz w liczbach catkowitych réwnanie 2zy + 3z +y = —1.
. Czy dla kazdej dodatniej liczby naturalnej n istnieje wyraz ciagu Fibonacciego przez nia podzielny?
. Czy dwie kolejne potegi dwojki moga mie¢ rowna sume cyfr? Uzasadnij odpowiedz.

. Przy okraglym stole ma usig$é¢ 2023 matematykow. Kazdy z nich ma dokladnie 1000 wrogow. Czy mozna tak

usadzi¢ matematykow przy stole, by zaden nie siedzial bezposrednio obok swojego wroga?

. Wyznacz wszystkie pary liczb naturalnych m,n, dla ktorych liczba 1/m — y/n jest wymierna.

6. Wyznacz wszystkie czworki kolejnych liczb naturalnych, ktérych iloczyn jest kwadratem.

9.

. Czy jaki$ trojkat rozwartokatny da sie pokroi¢ na skonczenie wiele kawaltkow, z ktorych kazdy jest trojkatem

ostrokatnym? Wyznacz wszystkie takie trojki liczb pierwszych, w ktorych suma pierwszej z nich i kwadratu
drugiej jest rowna czwartej potedze trzeciej z nich.

. W szescianie o wymiarach 8x8x8 rozwazmy trzy Sciany o wspolnym wierzchotku. Ilu co najmniej paskow pa-

pieru o wymiarach 3x1 nalezy uzy¢, by oklei¢ powierzchnie tych scian? Oklejamy wytacznie zewnetrzng strone
powierzchni.

Funkeja f o dziedzinie rzeczywistej spelnia dla wszystkich a, b nier6wnosé |f(a) — f(b)| = |a — b]. Wykaz, ze jesli

f(£(£(0))) = 0, to f(0) = 0.

10. Wykaz, ze nie istnieja liczby wymierne x, y, z spelniajace jednoczesnie rownania x+y+z = 0 oraz x2 +y? + 22 =

100.



