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Z dwoch réznych cyfr, z ktoérych zadna nie jest zerem, tworzymy wszystkie mozliwe liczby
dwucyfrowe. Jaka liczba pierwsza jest dzielnikiem sumy wszystkich tych liczb?

Liczba 145541 jest palindromem, bo nie zmienia warto$ci czytana w przdd 1 wspak. Ma tez tg
szczegolng wlasnos¢, ze wybrane z niej kolejne liczby dwucyfrowe (14, 45, 55, 54 141) sa
rozne. Jaka jest najwicksza liczba palindromiczna zapisana cyframi 1, 2 i 3 o tej samej
wiasnosci?

Mateusz ma dwie mtodsze siostry. [loczyn lat trojga dzieci jest rowny 396, a suma ich lat jest
réwna 23. Ile lat ma Mateusz?

Janek narysowat cztery grupy prostych réwnolegtych (ale Zadna prosta z jednej grupy nie byta
réwnolegta do prostej z innej grupy) zawierajace odpowiednio 20, 30, 40 i 50 prostych. Ile
punktéw przecigcia jest na jego rysunku?

Wiadomo, ze Y.=a+Y,=b+Y.=3. Jaka jest wartos¢ abc?

Rysunek przedstawia figurg zlozona z 7 kwadratow. Niektore z nich nalezy —

zacieniowac w taki sposob, aby zacieniowane byly co najmniej dwa kwadraty, ale nie

takie, ktore stykaja si¢ bokiem lub wierzchotkiem. Ile jest mozliwych pokolorowan tej

figury?
Ile liczb spetnia rownanie (3x+6)(x*—9)(x*+16)(x*+1)=0?

Rysunek przedstawia pig¢ siatek szescianu wykonanych z kartonu (§ciany maja ten sam kolor
po obu stronach papieru). Z siatki P ztozono szeécian. Ktora z pozostatych przedstawia siatke
identycznego szeScianu?

T TT AL

Prostokat ma pole 120 cm? i obwod 46 cm. Jakie sq dtugosci jego przekatnych?

10) Na Morzu Srédziemnym tankowiec Ropniak znalazt si¢ 100 km na poétnoc od jachtu Wapniak.

Tankowiec ptynie w kierunku SE z predkoscia 20 km/h, a jacht zegluje w kierunku NW z
predkoscia 10 km/h. Jaka najkrotsza odleglo$¢ dzieli Ropniaka i Wapniaka?
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Niech cyfry z zadania to A i B. Za ich pomoca mozna zapisa¢ cztery liczby dwucyfrowe: AA = 10A+A, AB = 10A+B,
BA = 10B+A i BB = 10B+B. Ich suma jest rowna 22A + 22B = 22(A+B), co dzieli si¢ przez 2 i 11. Inne dzielniki
pierwsze nie wchodzg w gre, np. dla A=1 i B=3. W przypadku braku sprawdzenia, ze innych rozwiazan nie ma,
przyznajemy maksimum 5 pkt. Za brak uwzglednienia w rozumowaniu liczb AA i BB przyznajemy maksimum 3 pkt.

Z cyfr 1, 2 1 3 mozemy utworzy¢ 9 réznych liczb dwucyfrowych (11, 22, 33, 12, 21, 13, 31, 23, 32) — jedna cyfre z
trzech wybieramy na 3 sposoby i dwie cyfry z trzech na trzy sposoby (to samo, co odrzuci¢ jedna), ale mozemy jeszcze
zmienia¢ kolejno$¢ (czyli 3+2-3) =za brak uzasadnienia, ze to wszystkie mozliwosci odemujemyl pkt. Teraz
konstruujemy jak najwigksza liczbg palidromiczna, spetniajaca warunki zadania. Najlepiej gdyby zawierata wszystkie 9
liczb dwucyfrowych. Aby liczba byta najwigksza, zaczynamy od 3. Kolejne cyfry nie moga si¢ powtarzaé¢ (poza
»srodkiem” liczby), bo ta sama dwucyfrowa liczba wystapitaby dwukrotnie w symetrycznym potozeniu. Zatem
poczatek musi by¢ taki 32...23. Trzecia cyfra nie moze by¢ 3, bo powtorza si¢ liczby 32 i 23, zatem musi by¢
321...123. Teraz znowu mozna wpisa¢ najwigksza mozliwa cyfre, czyli 3. Dostajemy liczbg 3213...3123. Liczba
32133123 wyczerpuje juz 8 z 9 mozliwych liczb dwucyfrowych. Zostaje niewykorzystana liczba 11, jednak moze ona
sta¢ jedynie w $rodku, ale wpisanie jej tam powoduje powtorzenia. Dlatego otrzymana do tej pory liczba jest
najwigksza z mozliwych. Za podanie odpowiedzi bez uzasadnienia przyznajemy 3 pkt.

Rozktadamy liczbg 396 na czynniki pierwsze, co daje 11-3-3-2-2. Jedno z dzieci ma 11 lat (bo po potaczeniu 11 z innym
czynnikiem suma lat bedzie wigksza niz 23). Z pozostatych czterech czynnikdéw musimy utworzy¢ dwa. Jesli
potaczymy trzy czynniki, otrzymamy 3-3-2 (ale 18+11>23), albo 2-2-3 (ale 12+11+3 > 23). Je$li potaczymy po dwa
czynniki, otrzymamy 3-3 i 2:2 (ale 9+4+11>23) lub 3-2 i 3-2 i wtedy 6+6+11=23. Zatem Mateusz ma 11 lat. Za
rozpatrywanie wigkszej liczby przypadkoéw odejmujemy 3 pkt. Za brak systematycznej reguty w sprawdzaniu
odejmujemy 1 pkt. Za niesprawdzenie jakiej§ mozliwosci (i dobrej odpowiedzi) przyznajemy maksymalnie 4 pkt.

Kiedy p rownolegtych przecina g rownolegtych, kazda linia z pierwszej grupy przecina kazda z drugiej i powstaje p-q
punktow przecigcia. Mamy 4 grupy linii rownoleglych, czyli 6 par nierownolegtych kierunkoéw. Liczba przecigé jest
wigc suma szesciu sktadnikow 20-30 + 20-40 + 20-50+30-40+30-50+40-50 = 600+800+1000+1200+1500+2000 = 7100.

Z treéci wiemy, ze Y/, = 3, skad a = /5. Dalej Y3+, = 3="/3, skad *, = /3, czyli b="/;. | dalej */s+'/c = 3=*"/;, skad */, =
2. a wtedy ¢=2/,1. Szukany iloczyn to Y/5-3/5-8/, = 1.

A

Mozliwe do pokolorowania pary zawierajace kwadrat A to AD, AE, AF, AG, a niezawierajace A to
BD, BG, DE i EG. Kolorowane trojki muszg zawiera¢ A i sa dwie mozliwosci: ADE i AEG. Czworek i B|C
wigkszych liczb by¢ nie moze. To daje 10 mozliwosci. Za opuszczenie jakiego$ przypadku |g | fF |G
przyznajemy maksimum 3 pkt. Za brak okreslenia reguly systematycznego sprawdzania (przy
poprawnej odpowiedzi) odejmujemy 2 pkt.

=

lloczyn kilku czynnikéw jest zerem, wtedy i tylko wtedy, gdy przynajmniej jeden z nich jest zerem. Pierwszy nawias
daje wartos¢ zero dla X=-2, drugi dla 3 lub -3, trzeci ma zawsze warto$¢ dodatnia, a czwarty zeruje si¢ dla x=-1. Zatem
rownanie spetniaja cztery liczby. Za podanie pelnej odpowiedzi ze sprawdzeniem, ale bez rozumowania, z ktorego
wynika, ze innych pierwiastkdw nie ma, przyznajemy 3 pkt.

Kazda siatka z rysunku ma trzy $ciany biate i trzy szare. W takim wypadku sa tylko dwie mozliwosci: albo
$ciany szare spotykaja si¢ w jednym wierzchotku, albo nie (wtedy sze$cian sktada si¢ z dwoch splecionych
jednokolorowych figur przypominajacych U — patrz rysunek). Zadna siatka z rysunku nie daje szescianu,
w ktorego wierzchotku schodza sig 3 szare kwadraty, dlatego wszystkie te szeSciany sa jednakowe.

Przekatne prostokata maja jednakowe dlugosci (uzasadnienie np. z przystawania trojkatow; jesli uczen tego nie pokaze
od razu, powinien to zrobi¢ na koniec na prosbg jury, jesli nie potrafi, odejmujemy 4 pkt). Niech boki prostokagra majq
dhugosci x i y. Wtedy xy=120 oraz x+y=23. Z twierdzenia Pitagorasa kwadrat dhugoé¢ przekatnej to x*+y* = (x+y)® —
2xy, czyli 289. Diugo$é przekatnej to V289 = 17. T

Tankowiec i jacht ptyna po prostych réwnolegtych w przeciwnych kierunkach, pod katem
45° do linii SN. Niech majtek na bocianim gniezdzie jachtu patrzy stale w kierunku
prostopadtym do kursu. W pewnym momencie musi zobaczy¢, jak mija ich tankowiec.
Beda wtedy w odleglosci d — najkrotszej jaka taczy punkty na dwoch prostych
rownolegtych. Poniewaz trojkat TXJ jest réwnoramienny prostokatny, z twierdzenia
Pitagorasa d?+d”=100% czyli d=50V2. Za obliczenie odlegtosci linii bez uzasadnienia, Ze
statki znajda sig kiedy$ ,,naprzeciw siebie” przyznajemy 4 pkt.
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Jasiek powiedzial: Kiedy miatem 3 lata, moj ojciec byt o 5 lat starszy od mojej mamy. Gdy
miatem 9 lat moja mama miata 37 lat. Przed dwoma laty moj ojciec obchodzit jubileusz 60-
lecia. lle lat ma Jasiek?

Ile liczb od 1 do 2014 jest podzielnych jednoczes$nie przez 20 i 14?

Przekatne rownolegloboku o obwodzie 40 cm dziela go na cztery trojkaty. Roéznica obwodoéw
dwoch z tych trojkatow wynosi 5 cm. Oblicz dlugosci bokéw réwnolegtoboku.

Liczby dodatnie a, b, ¢, d sa takie, ze ab = 2, bc = 3, cd = 4 i de = 5. Jaka warto$¢ ma */,?

5) Na rysunku przedstawiono prostokat o wymiarach 6x12 i wspotsrodkowy z nim TN

6)

7)

8)

9)

okrag. Krotsze boku prostokata sa styczne do okrggu. Oblicz pole czgsci wspolnej

tych figur.
o 7

Ile wynosi p, jesli p% liczby p + 4 wynosi Y4p?

Beata maluje bialy sze$cian o krawedzi 2. Kazda Sciang albo pozostawia pusta, albo rysuje na
niej odcinek aczacy srodki krawedzi (przeciwlegtych lub sasiednich). Jaka najdtuzsza
nieprzerwana lini¢ moze poprowadzi¢ w ten sposob Beata na szeScianie?

Dla jakich warto$ci parametréw a i b rownanie xa + b = 3x — 6 ma nieskonczenie wiele
pierwiastkow?

k% +50
k+5

Dla jakiej wartosci liczby catkowitej k, wyrazenie tez ma wartos¢ catkowita?

10) Udowodnij, ze jesli liczby rzeczywiste a i b spetniaja warunek */a? + '/b? = 1, to a*+b* > (a+b)>.
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Roéznica wieku rodzicow nigdy si¢ nie zmienia, wigc gdy Jasiek miat 9 lat, mama miata 37, a tato 42. Teraz tato ma 62 lata,
co oznacza, ze Jasiek miat 9 lat 20 lat temu, czyli teraz ma 29 lat. Za bardziej skomplikowane rozumowanie odejmujemy 2
pkt.

Liczba dzieli si¢ jednoczesnie przez 20 i 14 wtedy i tylko wtedy, gdy dzieli si¢ przez 140 (ich NWW). Co 140-sta liczba
naturalna dzieli si¢ przez 140, czyli takich liczb jest [2014/140] = 14. Za zliczanie ,,na piechot¢” odejmujemy 3 pkt.

Skoro obwod wynosi 40 cm, to suma dwoch sasiednich bokéw 20 cm. Przekatne w rownolegloboku potowia sig
(uzasadnienie np. z przystawania trojkatow; jesli uczen tego nie pokaze od razu, powinien to zrobi¢ na koniec na prosbg
jury, je$li nie potrafi, odejmujemy 4 pkt), wigc roznica obwodow trojkatow musi byé réznica dlugosci bokow
rownolegloboku. Skoro jeden jest dtuzszy od drugiego o 5, to x+x+5=20, skad 2x=15. Zatem jeden bok ma dlugos$¢ 7,5cm, a
drugi 12,5cm.

Z czwartej rownosci mamy d = °/,. Wtedy z trzeciej rownosci mamy ¢-/, = 4, czyli ¢ = */s. Wtedy z drugiej rowno$ci mamy
b-*/s= 3, czyli b = **/,.. Ostatecznie z pierwszej rownosci mamy a-/4e = 2, czyli %/, = 8.

Srednica kota ma dhugo$é 12, wiec promien 6. Odlegloéé $rodka kota od dhuzszego boku prostokata AmC
wynosi 3. Srednice AE i CD dziela cze$¢ wspolna figur na dwa wycinki kola i dwa tréjkaty !
rownoramienne. Kat AOB ma miare 60° (potéwka trojkata rownobocznego, AO=6, OB.=3), zatem )
IAB|=3V3 i pole obu trojkatow to 2.%-6v3-3 = 18V3. Miara kata AOD to 60° (kat przylegly do 120°), o
wige oba wycinki stanowia /5 kota i maja tacznie pole */5-n-6° = 121 Zacieniowane pole to 127+18V3. v

Z tresci zadania wynika, ze P/10o(p+4) = ¥4p, co jest rownowazne rownaniu p(p+4) = 25p i dalej p>~21p=0, czyli p(p-21) = 0,
skad p=0 lub p=21. Za pominigcie odpowiedzi p=0 przyznajemy maksymalnie 6 pkt. Za rozwigzywanie rownania

kwadratowego z delty odejmujemy ponadto 2 pkt. -
Na kazdej $cianie Beata rysuje albo odcinek o dtugosci 2, albo \2. Aby otrzymac¢ najdtuzsza mozliwa

lini¢, powinna narysowac odcinki na jak najwigkszej liczbie $cian (najlepiej na wszystkich) i jak

najwigcej z nich powinno mieé¢ dtugosé¢ 2. Gdyby rysowata tylko odcinki dlugosci 2, jej linia juz po 4 krokach zamknie si¢
w petle o dlugosci 8, a dwie $ciany beda puste. Jesli raz wykorzysta odcinek \2, narysuje lini¢ 2-2-2-\2-2 i powrdci do juz
pomalowanej $ciany, uzyskujac dtugosé 8-+2, ale zostawi jedna Sciang pusta. Najdhuzsza lini¢ Beata uzyska, wykorzystujac
odcinek V2 dwukrotnie. Jest to mozliwe, co pokazuje rysunek. Linia ma dtugosé 8+2V2. Za odpowiedz bez uzasadnienia, ze
inne mozliwosci daja krotsze linie, przyznajemy 3 pkt.

Wykresem lewej i prawej strony réwnania jest prosta. Jesli dwie proste maja wigcej niz dwa punkty wspdlne, to si¢
pokrywaja. Dlatego obie strony musza przedstawiaé t¢ sama prosta, czyli a=3, b=-6. Za bardziej skomplikowane
rozwiazanie, w szczegolnosci za przeprowadzanie obliczen, odejmujemy 4 pkt.

Oczywiscie k nie moze by¢ roéwne 5. Dla pozostatych liczb podane wyrazenie mozna zapisa¢é w postaci
k2_25+£=k—5+£

k+5 k+5 k+5. Aby bylo ono catkowite, k+5 musi by¢ catkowitym dzielnikiem 75, czyli jedna z liczb {+1, £3,
+5, £15, £25, £75}. Stad k nalezy do zbioru {-80, -30, -20, -10, -8, -6, -4, -2, 0, 10, 20, 70}. Za pominigcie jednego
przypadku przyznajemy 4 pkt. Za poprawna odpowiedz bez uzasadnienia, ze wyczerpuje ona wszystkie mozliwosci
przyznajemy 3 pkt.

Warunek */a? + */b? = 1 jest rtownowazny warunkowi a’+b? = a’h?. Mamy a*+b*— (a+b)? = a’+bh*- (a’+b*+2ab) = a*+b*-
2(a*+b%) + a? + b? — 2ab = a*+b*- 2a’h?+a’+bh*~ 2ab = (a®-b®)’*+(a-b)% a to jest nieujemne jako suma kwadratow, co
dowodzi tezg.
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Dla jakiej cyfry X liczba 10°°*+X jest podzielna przez 9?

Jakie pary liczb naturalnych (dopuszczamy takze liczbe zero) maja sume rowna 150, a ich
najwigkszy wspdlny dzielnik wynosi 157

Dla jakich warto$ci parametrow a i b rownanie ax+2 = -2(4x—1)+b nie ma pierwiastkow?

W dodawaniu nie wystepuje cyfra zero, a kazda litera zast¢puje inna cyfre. THIS
Ile wynosi T+H+1+S? ;()—llj

Stosunek miar katow pewnego trojkata wynosi 1:2:3, a najkrotszy bok ma dtugosc¢ 1. Oblicz
dhugosci pozostatych bokow.

+y _ —1. Jaka jest warto$¢ wyrazenia X+3Y 9

Wiadomo, ze
X -3y 3X—y

Dany jest prostokat, ktorego przekatna ma dtugosé V50, a pole wynosi 9. Oblicz jego obwdd.

Jaka jest najmniejsza liczba catkowita dodatnia, ktora dzieli si¢ przez 13, ma sumg cyfr rowna
13 1 ktorej dwie ostatnie cyfry tworza liczba 13?

Kat dopisany do okregu to kat o wierzchotku na okregu, ktorego ramionami sa (
styczna do okrggu w wierzchotku kata 1 dowolna cigciwa (patrz rysunek).
Udowodnij twierdzenie o kacie dopisanym, ktére méwi, ze kat dopisany do okregu

jest dwa razy mniejszy od kata srodkowego opartego na tym samym tuku.

10) Beata napisata 10 kolejnych liczb catkowitych, zaczynajac od pewnej liczby dwucyfrowe;.

Okazato sig, ze zadna z tych liczb nie ma sumy cyfr podzielnej przez 7. Jaka najmniejsza liczbg
zapisala Beata?



10.

EDYCJA XIV - ROK SZKOLNY 2014/15
NM GIMNAZJA — RUNDA ELIMINACYJNA - MECZ 111
SZKICE ROZWIAZAN

Liczba dzieli si¢ przez 9 wtedy i tylko wtedy, gdy suma jej cyfr dzieli si¢ przez 9 (za uzycie implikacji odejmujemy
2 pkt — implikacja nie daje cechy podzielnosci). Pierwszy sktadnik zapisuje si¢ jako 112014 zer. Zatem X=8.

Kazda z szukanych liczb w parze musi by¢ wielokrotnoscia 15 i nie moze by¢ wigksza niz 150. Mamy zatem
mozliwe pary 0+150, 15+135, 30+120, 45+105, 60+90, 75+75 i dalej pary rdéznig si¢ juz tylko kolejnoscia
dodawania (mozna je rozpatrywac¢ jako inne, ale nie wymagamy tego). Jednak tylko w przypadku dwoch par ich
NWD wynosi 15. Mozna tez uznaé, ze takich par jest cztery, uwzgledniajac kolejnos¢: (15, 135), (45, 105), (105,
45) i (135, 15).

Wykresem lewej i prawej strony rownania jest prosta. Jesli dwie proste nie maja punktow wspdlnych, to sa
réwnolegle (ale si¢ nie pokrywaja), to znaczy wspotczynniki przy X po obu stronach musza by¢ takie same
(rownoleglosé), a wyrazy wolne musza by¢ inne (brak pokrywania). Zatem a=-8 i b#2. Za bardziej skomplikowane
rozwiazanie, w szczegolnosci za przeprowadzanie obliczen, odejmujemy 4 pkt.

S musi by¢ rowne 2 lub 7 (bo 2S konczy si¢ na 4). W rzedzie dziesiatek wyniku stoi nieparzyste 1, wigc musiato
nastapic¢ przeniesienie (bo 1+| datoby cyfrg parzysta). Zatem S=7. Skoro | nie jest zerem, musi by¢ rowne 5, aby
dato 1 w rzedzie dziesiatek wyniku. Mamy zatem znowu przeniesienie do rzedu setek. Stad H=9 i T=1. Zatem
szukana suma to 1+9+5+7 = 22.

Oznaczmy miare najmniejszego kata przez X. Wtedy pozostate maja miary 2x i 3X. Suma katow tego trojkata
wynosi 6x i jest rowna 180°. Zatem x = 30°, 2x = 60°, 3x = 90°. Mamy wigc do czynienia z potdwka trojkata
réwnobocznego, w ktorym bok dhugosci 1 lezy naprzeciw kata 30° (za przyjecie tego bez uzasadnienia odejmuje-
my 2 pkt), wigc jest potdéwka boku trojkata rownobocznego. Najdhuzszy bok ma zatem dtugos¢ 2, a sredni 3.

Z pierwszej rownosci widaé, ze licznik 1 mianownik to liczby przeciwne, zatem 3x+y = -x+3y. Stad 4x=2y, tzn.
y=2x. Podstawiajac do drugiej réwnosci, otrzymamy ™/, = 7. Za bardziej skomplikowane, ale poprawne rachunki,
odejmujemy 2 pkt.

Oznaczmy boki prostokata a i b. Mamy a?+b? = 50 oraz ab = 9. Obie strony drugiego réwnania mnozymy przez 2 i
dodajemy do pierwszego. Otrzymujemy (a+b)? = 68, czyli obwéd wynosi 2V68.

Nie moze by¢ to liczba jedno- ani dwucyfrowa (za brak uzasadnienia odejmujemy 1 pkt). Nie moze to by¢ liczba
trzycyfrowa, bo musiatoby to by¢ 913, a ta liczba nie dzieli si¢ przez 13. Nie moze by¢ to liczba czterocyfrowa, bo
suma dwoch poczatkowych cyfr musiataby by¢ 9 (kolejna mozliwos¢ to 22, ale dwie cyfry dadza gora 18), a liczby
9000, 8100, 1800, 7200, 2700, 6300, 3600, 5400 i 4500 nie sa podzielne przez 13 (za pominigcie choc¢by jednego
przypadku odejmujemy 4 pkt). Wsrdd liczb pieciocyfrowych najmniejsza o sumie poczatkowych trzech cyfr 9 to
10800, ale ta liczba nie dzieli si¢ przez 13. Kolejna to 11700, a poniewaz 117 = 9-13, liczba 11700 jest podzielha
przez 13. Szukana liczba jest wigc 11713.

Zachodzi o+2x = 180° (suma katow trojkata) oraz S+x = 90° (prostopadtos¢ promienia do
stycznej). Stad a=20.

W dziesiatce kolejnych liczb dwucyfrowych zawsze znajduje si¢ taka, ktorej suma cyfr jest
podzielna przez 7 (za brak uzasadnienia odejmujemy 4 pkt — wystarczy sprawdzi¢ przypadki,
gdy wielokrotnosci 10 wystepuja w ciagu na 4 lub 5 miejscu, bo w pozostatych przypadkach sumy cyfr daja
kolejne 7 liczb, a wérdd nich zawsze jest wielokrotno$¢ 7). Zatem niektore liczby Beaty musiaty by¢ trzycyfrowe.
Ostatnia liczba dwucyfrowa o sumie cyfr podzielnej przez 7 jest 95. Zatem najmniejsza liczba, od ktérej mogt
zacza¢ si¢ ciag Beaty to 96. Rzeczywiscie liczby od 96 do 105 maja sumy cyfr niepodzielne przez 7.



