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LICEA - RUNDA ELIMINACYJNA
MECZ |

Jaka jest dlugo$¢ promienia okrggu opisanego na trojkacie o bokach 3, 4, 5?
Liczby x i y spelniaja rownanie (x-y)*+(x+y—4)?=0. lle wynosi iloczyn tych liczb?

Czy liczba, ktorej zapis dziesigtny jest nastgpujacy aababbab, gdzie a i b sa pewnymi cyframi,
jest podzielna przez 11?

Jaka jest dwucyfrowa koncéwka liczby 2013 220137

W dziewigciokacie foremnym narysowano wszystkie przekatne. Ile powstalo trojkatow
roéwnoramiennych o wierzchotkach w wierzchotkach danego dziewigciokata?

Wsrod liczb S-cyfrowych jest a liczb o iloczynie cyfr rownym 25 i b liczb o iloczynie cyfr
rownym 15. Ile wynosi %/p?

Na wyspach Bergamutach znana jest operacja * o nastepujacych wlasnosciach:
(2X)*y = Y5 + (X*y), y**X = x**y, 2%2=%,. Ile wynosi 32*8?

Ile liczb rzeczywistych speinia rownanie X 4x?2245333 = 2013/2014 ?

Czy istnieje taki czworokat, ktory nie jest rombem, a kazda jego przekatna dzieli go na dwa
trojkaty rownoramienne?

10) Czy istnieje taki ostrostup o podstawie kwadratowej, ktory nie jest prawidtowy, ale kazda jego

$ciana boczna jest trojkatem rownoramiennym?



10.
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SZKICE ROZWIAZAN

Na mocy twierdzenia odwrotnego do twierdzenia Pitagorasa, ten trojkat jest prostokatny (za powotanie si¢ na
twierdzenie Pitagorasa odejmujemy 2 pkt). Na mocy twierdzenia odwrotnego do twierdzenia o kacie wpisanym w
okrag opartym na $rednicy (za powotlanie si¢ na twierdzenie proste odejmujemy 2 pkt, chyba ze juz odjgto je
poprzednio), przeciwprostokatna trdjkata jest srednica okregu, wigc jego promien wynosi 2,5.

Sktadniki po lewej stronie sa nieujemne, wigc oba musza by¢ zerami. Rozwiazujac odpowiedni uktad réwnan
otrzymujemy jeden pierwiastek (2, 2). Szukany iloczyn wynosi 4.

2. Liczbe aababbab mozna zapisaé jako 10'a+10°a+10°b+10*a+10°b+10%+10a+b = 11010010a+101101b, a oba
wspotczynniki liczbowe dzielg sig przez 11 (brak uzasadnienia tych podzielnosci to 2 pkt mniej za kazda).

Przedstawiamy dana liczbe jako 2013(2013-1) = 2013-2012. O dwucyfrowej koncowce iloczynu decyduje tylko
iloczyn dwucyfrowych koncowek czynnikoéw, co wynika z algorytmu mnozenia pisemnego (za brak uzasadnienia tego
faktu odejmujemy 3 pkt), zatem mamy 13-12=156, czyli szukana koncowka to 56.

Wsréd  trojkatdéw  utworzonych przez przekatne sa 3 trojkaty réwnoboczne. Dla pozostatych trojkatow
réwnoramiennych mozemy wybra¢ na 9 sposoboéw wierzchotek 9-kata, w ktérym umiescimy wierzchotek trojkata i
wtedy sa trzy mozliwosci umieszczenia na pozostatych wierzchotkach 9-kata podstawy trojkata (uzasadnienie tego
faktu warte jest 5 pkt). Lacznie otrzymujemy 3+9-3=30 trojkatéw rownoramiennych.

Liczby z iloczynem cyfr 25 musza sktada¢ si¢ z dwoch piatek i trzech jedynek (uzasadnienie za 2 pkt). Zatem a to
liczba mozliwych rozmieszczen trzech jedynek na pigciu miejscach, Liczby z iloczynem cyfr 15 musza sktadaé sig z
trojki, piatki i trzech jedynek (uzasadnienie za 2 pkt, chyba ze odjgto je poprzednio). Zatem b to liczba mozliwych
rozmieszczen trzech jedynek na pigciu miejscach, a potem jeszcze wybrania z pozostatych miejsc jednego miejsca dla
piatki, co mozna zrobi¢ na 2 sposoby. Zatem b jest dwa razy wicksze od a i %, = */,. Za bardziej skomplikowane
rozumowanie, w tym za obliczanie liczb a i b odejmujemy 2 pkt.

Z 1 warunku 32*8 = %+16*8 = ?/,+8*8 = 3/,+4*8. Z Il warunku dla y=2 i x=8 mamy 4*8 = 64*2. Stosujac wielokrotnie
warunek I otrzymamy 64*2 = 15+32*2 = 2 +16%2 = ... =5[,4+2%2. Zatem 32*8 = 3/,+4*8 = 3/,+64*8 = ¥/,+2*2 = 11/,,

Dla x<-1 lewa strona jest ujemna, bo [x**
przedziatu <-1, 0) jest podobnie, bo [x*%<| X
od 0 do o, wiec wartos¢ ****/,014 przyjmie raz.

| > |X222L i xX"'<0, wigc réwnanie nie ma ujemnych pierwiastkow. Dla X z
M x33<0. Dla x>0 lewa strona jest funkcja rosnaca i przyjmuje wartosci

Tak. Rysujemy trzy promienie okrggu co np. 30° i taczymy kolejno ich konce lezace na okrggu. Powstaje deltoid nie
bedacy rombem o zadanej whasnoSci.

Tak. Jako podstawe ostrostupa bierzemy dolna $ciane sze$cianu, a jako wierzchotek — punkt na
$cianie frontowej tego sze$cianu, ktory po polaczeniu z wierzchotkami dolnej podstawy tworzy na tej
$cianie trojkat rownoboczny. Taki ostrostup nie jest prawidlowy, bo spodek wysoko$ci nie znajduje
si¢ w $rodku podstawy (za brak sprawdzenia tego warunku odejmujemy 3 pkt), ale sciany boczne sa S N
trojkatami rownoramiennymi, co fatwo sprawdzic. 4
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LICEA — RUNDA ELIMINACYJNA
MECZ I

1) Jaka jest dlugos$¢ promienia okrggu wpisanego w trojkat o bokach 3, 4, 5?

C C

2) Liczby a, b, ¢ sa dodatnie i spetniaja warunki: a—b =3 oraz a+b =2 Ktéraz tych liczb

jest najmniejsza?

3) Udowodnij, ze liczba o zapisie dziesigtnym a;a,as...899 dzieli si¢ przez 37 wtedy i tylko wtedy,
gdy 37 dzieli sumg jej trzycyfrowych odcinkow (tzn. liczb a;a,as, a4asas, ..., @g97898a99)-

4) W sieci sklepow ,,Boza krowka” wszystkie towary kosztuja catkowita liczbe ztotych i 99 gr.
Natalia wydata na zakupy 65,76 zt. Ile towarow kupita?

5) W szufladzie ze skarpetkami Franciszek trzyma pojedyncze skarpetki w kolorze kanarkowym —
tych jest 10, a pozostate sa w kolorze papuzim. Franciszek wyciaga skarpety bez zagladania do
szuflady. Liczba sztuk skarpet, ktore musi wyciagna¢, aby mie¢ pewnos¢, ze sa wsrdd nich co
najmniej 2 kanarkowe jest dwa razy wigksza niz liczba sztuk skarpet, ktore musi wyciagnaé, aby
mie¢ pewnos¢, ze sa wsrod nich co najmniej dwie papuzie. Ile sztuk skarpet jest w szufladzie
Franciszka?

6) Na papierze w kratkg narysowano prostokat ,,po kratkach”. Liczba kratek dotykajacych brzegu
jest taka sama, jak liczba kratek nie dotykajacych brzegu. Ile kratek zawiera ten prostokat?

7) Niech a, b, ¢ i d beda réznymi liczbami catkowitymi. Udowodnij, ze 12 dzieli liczbg
(a—b)(a—c)(a—d)(b—c)(b—d)(c—-d).

8) Jeden z czterech rozbojnikow Alane, Belone, Celine i Delone ukradl zloto Ali-Baby. Po
odkryciu rozboju zlozyli o$wiadczenia w dwoch zdaniach. Rozbojnicy dobrze si¢ znaja. Niektorzy
z nich czasem ktamia, a inni zawsze méwia prawde. Klamcy w swoich zeznaniach podali co
najmniej jedno zdanie nieprawdziwe. Oto zeznania rozbojnikow:

Alane: Belone jest ktamca. Celine lub Delone ukradt ztoto.

Belone:  Celine jest ktamca. Delone lub Alane ukradt ztoto.

Celine:  Delone jest ktamca. Alane lub Belone ukradt ztoto.

Delone:  Alane jest ktamca.  Belone lub Celine ukradt ztoto.

Ile z tych zdan jest prawdziwych?

9) Czy istnieje trojkat ostrokatny, nieréwnoramienny, w ktorym dlugosci wszystkich bokéw i
wszystkich wysokosci sa catkowite?

10) Czy istnieje taki ostrostup o podstawie bedacej pigciokatem foremnym, ktory nie jest
prawidtowy, ale kazda jego $ciana boczna jest trojkatem rownoramiennym?
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1. Na mocy twierdzenia odwrotnego do twierdzenia Pitagorasa, ten trojkat jest prostokatny (za powotanie si¢ na twierdzenie
Pitagorasa odejmujemy 2 pkt). Z tego wynika, ze promienie poprowadzone do punktoéw stycznoséci na przyprostokatnych sa
do tych przyprostokatnych rownolegle (powstaje kwadrat o boku r). Srodek okregu wpisanego lezy w przecigciu
dwusiecznych katow, zatem odcinki utworzone na sasiednich bokach do punktow stycznoéci sa rowne. Mamy zatem dla
przeciwprostokatnej ¢ rowno$¢ ¢ = a-r+b—r = (a+b)-2r, skad r=(a+b-—c)/2.

2. Najmniejsze jest b. Z | warunku a—b>0, czyli a>b. Warunki zadania mozna zapisa¢ rownowaznie jako 2c=6a-6b oraz
3c=6a+6h. Po dodaniu ich stronami mamy 5¢=12a, wiec c=(12/5)a, czyli c>a.

3. Podkreslony zapis oznacza liczbg ztozona z danych cyfr. Mamy a;8,8;...899 = & a,a3-10% + gégﬁgglogs + ... + AgyAggdgy =

(218,83 + 848586 + ... + AgrAggAgg) + @1@&3'(10%'1) + @4@5@@‘(1093'1) .. :§94§96§96'(103'1))a a poniewaz liczby postaci

101 to w zapisie dziesi¢tnym 3n dziewiatek, dziela si¢ one przez 999, a zatem i przez 37. Kazdy sktadnik sumy w drugim
nawiasie jest wigc podzielny przez 37, a stad wynika opisana cecha podzielnosci.

4. Po skasowaniu pierwszego towaru na rachunku Natalii byta pewna liczba ztotych i 99 gr. Kazdy nastgpny towar
powoduje wzrost liczby ztotych i zmniejszenie liczby groszy na rachunku o 1. Zatézmy, ze kupita n produktow. Mamy
mozliwa réwno$¢ 99—(n-1) = 76, skad n=24. Oczywiscie Natalia mogta tez kupi¢ 124 produkty lub wigcej, ale wtedy
catkowity rachunek przekroczylby podana w zadaniu kwotg. Za bardziej skomplikowane rozumowanie odejmujemy 2 pkt.

5. Niech p oznacza liczbe papuzich skarpet w szufladzie. Aby mie¢ pewno$¢, ze bedzie miat 2 papuzie, Franciszek musi
wyciagna¢ co najmniej 12 skarpet (uzasadnienie tego za 2 pkt). Aby mie¢ pewno$¢ wyciagni¢cia co najmniej 2
kanarkowych skarpet, Franciszek musi wyja¢ p+2 skarpety (uzasadnienie za 2 punkty, chyba ze odjgto je poprzednio).
Zatem p+2= 2.12=24, wigc papuzich skarpet jest 22, a wszystkich 32.

6. Niech a i b oznaczaja wymiary prostokata w kratkach i a>b. Wszystkich kratek w prostokacie jest ab, a przylegajacych
do brzegu 2a+2b-4. Zatem ab = 2-(2a+2b—4), skad ab—4a—4b+16=8, czyli (a-4)(b-4)=8. Czynniki sa catkowite i dodatnie
(za uzasadnienie dodatniosci 2 pkt), wiec mamy dwie mozliwosci rozktadu: (8, 1) i (4, 2), skad dostajemy a=12, b=5 lub
a=8, b=6. Prostokat moze mie¢ 12-5=60 lub 8-6=48 kratek. Za podanie jednego wyniku przyznajemy 3 pkt. Za podanie
odpowiedzi i sprawdzenie, ze spetnia warunki zadania (bez uzasadnienia, Ze innych mozliwosci nie ma) przyznajemy 5 pkt.

7. Podzielno$¢ przez 12 jest rownowazna jednoczesnej podzielnosci przez 3 i 4 (uzasadnienie tego faktu 3 pkt). Wsrod
czterech liczb istnieja dwie z ta sama reszta z dzielenia przez 3 (zasada szufladkowa — uzasadnienie 2 pkt), wigc jedna z
réznic, a z nig caly iloczyn, dzieli si¢ przez 3. Jesli wsrod czterech liczb trzy maja t¢ sama parzystos$¢, trzy roéznice sa
parzyste, zatem iloczyn dzieli si¢ przez 8, a wigc i przez 4. Jesli sa dwie liczby parzyste i dwie nieparzyste, ich rdznice sa
parzyste, zatem iloczyn dzieli si¢ przez 4.

8. Zatozmy, ze zloto ukradt A. Wtedy drugie zdania B i C sa prawdziwe, a A i D falszywe, wiec A i D sa ktamcami. To
znaczy, ze oba zdania C sa prawdziwe, wigc C nie jest ktamca. Wtedy pierwsze zdanie B jest falszem, wiec B jest klamca.
W tym wypadku jest 5 zdan prawdziwych. Imiona sprawcéw zmieniaja si¢ w zadaniu cyklicznie, wigc w kazdym z
pozostatych przypadkéw rozumowanie i wynik sa identyczne. Za przeprowadzenie czterech rozumowan bez zauwazenia
symetrii zadania odejmujemy 3 pkt.

9. Zacznijmy od dwoch niepodobnych trojkatow pitagorejskich, o bokach np. 5, 12, 13 1 3, 4 i 5. Przeskalujmy ten drugi w
skali 3, tak by przyprostokatna o boku 4 miata dtugos$¢ 12. Sklejmy ten trojkat z 5, 12, 13 bokami o dhugosci 12. Otrzymany
trojkat ma boki dtugosci 13, 14, 15 i jest roznoboczny, a takze ostrokatny, co tatwo sprawdzi¢ z twierdzenia Pitagorasa:
15°<14*+13%(za brak sprawdzenia ostrokatnosci odejmujemy 4 pkt). Zbadajmy wysokosci tego trojkata. Jedna z nich jest
sklejonym bokiem, wiec ma dtugo$¢ 12. Pozostate wyznaczymy z pola trojkata, ktore wynosi 1/2-14.12=84 = 1/2-15-(2i4/5)
= 1/2-13-(3i3/13). Zatem wysokosci opuszczone na podstawy maja dhugos$ci 2 i 4/5 oraz 3 i 3/13. Teraz wystarczy trojkat ten
przeksztalci¢ w skali 5-13=65, boki pozostana catkowite, a wysokosci tez stana si¢ catkowite.

10. Rysunek przedstawia widok ostrostupa z gory. Odcinki dwukre$lne maja dtugos¢ taka, jak bok A
podstawy. Ostrostup nie jest prawidlowy, gdyz $ciane z ramionami razkre§lnymi mozemy ustawié Y '

np. w plaszczyznie prostopadiej do podstawy ostrostupa i spodek wysokosci nie pokryje si¢ ze

srodkiem podstawy (za brak uzasadnienia odejmujemy 2 pkt). Sciany boczne ostrostupa, jak tatwo

sprawdzi¢ sa rownoramienne.
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1) Cztery jednakowe cylindryczne stoiki umieszczono ciasno we wnetrzu okraglego garnka (na styk).
Promien podstawy stoika wynosi 1. Jaka jest $rednica garnka?

2) Liczba palindromiczna ma taka sama warto$¢, gdy jest czytana w przod i wspak. Leon wypisat
wszystkie 5-cyfrowe liczby palindromiczne. Jaka liczba znajduje si¢ na 37 miejscu jego listy?

3) Uzasadnij, ze liczba 2"-3 dzieli si¢ przez 5 dla nieskonczenie wielu n.

4) W trojkacie ABC obieramy punkt wewngtrzny M i taczymy z A i B. Pokazac, ze kat AMB jest
wigkszy niz ACB.

5) Podaj przyktad wielomianu stopnia 100 o wspoétczynnikach catkowitych, ktorego najmniejsza
wartosc¢ jest rowna potowie najwickszej wartosci.

6) Krzysio ma szes¢ kart. Na kazdej znajduje si¢ pewna liczba catkowita dodatnia. Krzy$ wyciaga trzy
karty 1 oblicza sumg otrzymanych liczb. Robi tak dla wszystkich mozliwych losowan trzech kart. W
polowie przypadkow otrzymuje sumg 16, a w pozostatych sumg 18. Jaka jest najmniejsza liczba na
kartach?

7) Na boku CD kwadratu ABCD lezy punkt E. Laczymy go z wierzchotkami A i B. Odcinek AE jest
podzielony na 4 rowne czg¢$ci punktami P, R, T (lezacymi w tej kolejnosci w kierunku od A do E), a
odcinek BE jest analogicznie podzielony punktami Q, S, U (lezacymi w tej kolejnosci w kierunku od B
do E). Odcinek PQ ma dtugos¢ 3. Jakie pole ma czworokat PQUT?

8) Czy dla dowolnej liczby catkowitej dodatniej n zbior {1, 3, 5, ..., 4n-1} da si¢ podzieli¢ na dwa
takie, ze suma elementow jednego jest trzykrotnie wigksza od sumy elementow drugiego?

9) Czy istnieja takie trojkaty ABE i ABF, ze wysokos¢ trojkata ABE poprowadzona z wierzchotka E jest
mniejsza od wysokosci trojkata ABF poprowadzonej z wierzcholka F, a promien okrggu wpisanego w
trojkat ABE jest wigkszy od promienia okrggu wpisanego w trojkat ABF?

10) Czy istnieje taki wieloscian wypukty, ktory ma nieparzysta liczbe krawedzi i ktorego kazda $ciana
ma parzysta liczbg bokow?
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1. Ze $rodkéw denek niesasiednich stoikow przeprowadzimy promienie do punktu styczno$ci z garnkiem i sgsiednimi
stoikami. Wtedy $rednic¢ garnka mozna wysumowaé z dwoch promieni stoika i przekatnej kwadratu o boku bedacym
podwojonym promieniem stoika, czyli wynosi ona 1+1+2V2 = 2+2v2.

2. Pigciocyfrowa liczba palindromiczna jest wyznaczona jednoznacznie przez jej pierwsze trzy cyfry. Najmniejszy
palindrom o 5 cyfrach to 10001, drugi to 10101, a 37. to 13631.

3. Wystarczy pokaza¢, ze nieskonczenie wiele poteg dwojki konczy si¢ na 8 (uzasadnienie 5 pkt), wigc po odjgciu trojki
koncza si¢ cyfra 5, dajac zadana podzielnosc.

4. Porownujemy katy zewnetrzne dla katow M i C w trojkatach AMB i ACB odpowiednio. Kazdy jest suma katow
wewnetrznych odpowiedniego trojkata do niego nieprzyleglych (uzasadnienie 2 pkt). W przypadku kata C ta suma jest
wieksza, bo sumujemy cate katy, a w przypadku kata M tylko ich czesci. Kat, ktéry ma wiekszy kat przylegly, sam jest
mniejszy. Za istotnie bardziej skomplikowane rozumowanie odejmujemy 2 pkt.

5. Nie ma takiego wielomianu, bo jesli wielomian parzystego stopnia ma warto$¢ najmniejsza, to nie ma najwigkszej i na
odwrot.

6. Mozliwych wyboroéw trzech kart z szeséciu jest 3 =20. Poniewaz pojawiaja si¢ tylko 2 wyniki, na kartach moga by¢

najwyzej dwie rdzne liczby (gdyby rézne liczby byly trzy, kazda z nich w losowaniu z pozostala para kart databy inny
wynik — za uzasadnienie 2 pkt). Niech a i b to liczby na kartach. Z zasady szufladkowej jedna z nich (np. a) pojawia si¢ na
co najmniej 3 kartach. Poniewaz liczby at+a+a, ata+b i a+b+b sa rdzne, liczba b moze by¢ tylko na jednej karcie. Mamy
zatem 2 przypadki: a+a+a=16, a+a+b=18 (co jest niemozliwe, bo a nie byloby catkowite) oraz : a+a+a=18, a+a+b=16, co
daje a=6 i b=4, co jest odpowiedzia do zadania.

7. Z twierdzenia odwrotnego do twierdzenia Talesa odcinki AB, PQ, RS i TU sa rownolegle (za powotanie si¢ na
twierdzenie proste odejmujemy 2 pkt), zatem trojkaty ABE, PQE i TUE sa podobne (cecha kkk). Ponadto AB:PQ:TU =
4:3:1, wiec AB=4, a pole trojkata ABE wynosi 8. Z podobienstwa pola trojkatow PQE i TUE wynosza odpowiednio (*/,)*-8
=%, i (1,)*8 = Y. Stad pole trapezu PQUT to %,-/, = 4.

8. Zasadg takiego podziatu wyjasnia rysunek. Wielokaty (tzw. gnomony) o polach 1, 3 i 5 sktadaja si¢ na
kwadrat begdacy ¢wiartka duzego, a pozostate 3/4 daja gnomony o polach 5, 71 9. To rozumowanie jest
poprawne dla kazdego n.

9. Za rozwiazanie opisujace rysunkowo intuicje rozwiazania przyznajemy 5 pkt. —|

Ze wzoru na promien okrggu wpisanego w trojkat (uczen powinien go na prosbe

2P —

j dni¢, jesli t ie potrafi, odejmuj 3 pkt r=———
jury uzasadni¢, jesli tego nie potrafi, odejmujemy 3 pkt) mamy atb+c
Oba trojkaty maja niemal jednakowe pola, a obwdd drugiego mozna uczyni¢ dowolnie

duzym, odsuwajac wierzcholek F. Wtedy promien staje si¢ dowolnie maty.

10. Tak, np. lekko ,,zestrugany” symetrycznie z dwoch stron graniastostup szesciokatny z jedna krawedzia zamiast gornej
podstawy laczaca jej dwa przeciwlegle wierzchotki. Sciany tej bryly sa czworokatami i jedna (dolna podstawa) jest
szeSciokatem.



