KONKURS MATEMATYCZNY KO-MA 2015

SZKOLY PONADGIMNAZJALNE - ELIMINACIJE SZKOLNE
LOGIKA — KONSPEKT WYKLADU
1) Czym zajmuje sie logika
2) George Boole — tworca logiki dwuwartosciowej
3) Spdjniki logiczne (w tym boolowskie) i bramki logiczne
4) Zaprzeczanie zdan (koniunkcji, alternatywy i implikacji)
5) Witasnosci spojnikéw logicznych (przemiennosé, tgcznosé, rozdzielnosé, arnosé)

Ad 1. Logika jako nauka rozwineta sie w starozytnej Grecji. Jej podstawy dat Arystoteles. Stowo logos oznaczato mowe (stad
logopeda), a logika byta nauka o jasnym i precyzyjnym wypowiadaniu sie i poprawnym wnioskowaniu. Dzisiaj logia oznacza
tyle, co nauka (biologia, psychologia), czyli jest synonimem precyzji.
Jezyk potoczny czesto jest mato precyzyjny. Nalezy dbac o jednoznacznos¢ wypowiedzi.
Przyktady zdan nieprecyzyjnych:
e Bilety mozna kupic u kierowcy w soboty, niedziele oraz dni swigteczne po godzinie 18. (MPK Wroctaw)
Czy mozna kupic bilet u kierowcy w niedzielny poranek? Aby poprawic precyzje komunikatu, wystarczytoby zmienié¢ szyk
zdania: Bilety mozna kupic u kierowcy po godzinie 18 w soboty, niedziele oraz dni swigteczne.
e Powiedziat, ze sie ochtodzifo,(!) i zaczgt padac snieg. U kogo ten $nieg spadt? Na pismie wypowiedz jest jasna, bo o
jej znaczeniu decyduje uzycie przecinka. Ale w mowie nie.
Grecy sformutowali podstawowe prawa logiki, ktére staty sie narzedziem produkowania nowych twierdzen, np.:
e prawo sprzecznosci: dwa zdania wzajemnie sprzeczne nie mogg byc¢ jednoczesnie prawdziwe,
e prawo wytgczonego srodka: z dwdch zdan sprzecznych jedno jest prawdziwe, a drugie fatszywe,
e zasada podwdjnego przeczenia: jezeli nieprawda, ze p jest fatszywe, to p jest prawdziwe,
e  zasada dedukgcji: jesli uznajemy zdanie p i uznajemy rozumowanie prowadzgce od zdania p do zdania g, to musimy
uznac takze zdanie g,
e zasada sprowadzenia do niedorzecznosci (sprzecznosci): jesli ze zdania p wynika zaprzeczenie tego zdania (dowolne
zdanie fatszywe), to zdanie p nie jest prawdziwe.

Cwiczenie: Aniot i diabet pod postacia niewiast stoja na rozdrozu drég do raju i piekta. Aniot méwi prawde, a diabet ktamie.
Jak wybra¢ droge do raju zadajac jednemu z nich jedno pytanie typu tak/nie? (Wykorzysta¢ zasade podwdjnego przeczenia:
Czy odpowiesz tak, jesli zapytam, czy twoja droga prowadzi do raju? Na tak — wybieramy te droge, na nie — przeciwng).

Ad 2. George Boole (1815!!1-1864) wprowadzit pojecie zdania logicznego oraz wartosci logiczne prawdy i fatszu. Zdanie
logiczne to zdanie, ktéremu jednoznacznie mozna przypisa¢ warto$¢ prawdy lub fatszu. Nie kazde zdanie jest zdaniem
logicznym(ang. statement i proposition), np. Dzi$ jest raczej ciepto. Chciatbym miec¢ psa. Zdanie, ktére wtasnie czytasz, jest
fatszywe. x=11.

Na zdaniach logicznych (a raczej na wartosciach logicznych tych zdan) wykonujemy operacje koniunkgji, alternatywy i
negacji, ktore Boole zdefiniowat w sposéb arytmetyczny. Logika boolowska 70 lat po jego $mierci stata sie podstawg
dziatania komputeréw. Wiecej o GB na slajdach.

Ad. 3. Ze zdan prostych tworzy sie zdania ztozone za pomocg spdjnikéw logicznych I/AND (koniunkcja), LUB/OR
(alternatywa) i NIE/NOT (zaprzeczenie). Mozna definiowac dalsze spojniki np. ALBO/XOR (alternatywa wykluczajgca,
exclusive OR, czytamy po polsku KSOR),
JESLL..., TO... /IF... THEN (implikacja). Przyktady:
e Réwnanie xX°+4=20 ma dwa pierwiastki i oba s3 catkowite.
Program dziata lub powstat bfad przy wprowadzaniu danych.
Nieprawda, ze piec jest liczbg pierwsza.
Jesli bedzie trzesienie ziemi, to dom sie zawali.
e Kazda liczba catkowita jest sumg czterech kwadratow.

Cwiczenie. Krél Rambo rozkazat, aby poddani nosili T-shirty spetniajgce warunek: jesli z jednej strony jest 7, to z drugiej musi
by¢ A. Krél zauwazyt ludzi idgcych w rézne strony. Na koszulkach widzi: A, 7, B, 6, C, 5. Chciatby sprawdzi¢, czy poddani
przestrzegajq jego praw. Ktérych powinien wezwacé do kontroli? Jaka jest najmniejsza liczba sprawdzen? (7, C, B)

Definicje spdjnikow logicznych. Boolowskie: AND, OR, NOT:

A 1B (AAND B) ALUB B (A ORB)

AB [P [F * 1 Jo AB [P [F max |1 |0
P |F 1 |1 Jo P P | P 1 1 |1

F F|F 0o o Jo F P |F 0 1 |o
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NIE A (NOT A) Za pomoca 3 spoéjnikéow boolowskich mozna zdefiniowac
A P |F -+1 1 |0 wszystkie pozostate, np.
NIEA |[F |P 0 |1

JESLI A, TO B (A =>B)

A ALBO B (A XOR B) AB [P [F ? |1 |o
A\B | P F + (1 0 P P F 1 1
P F | P 1 |o |1 F P | P 0o |1 |1
F p F 0 1 0

(NOT A) OR B

(A OR B) AND NOT (A AND B)

A [B [AORB | NOT(AANDB) | AXORB A |B |(NOTAJORB |A=>B
PP [P P
PIF [F F
Flp [P P
FIF [P P

W zadaniach nie stosujemy symboli spdjnikéw poza implikacjg, ale jesli uczen zna symbole i tak woli, moze ich uzywac.

Logika dwuwartosciowa pozwala budowac dla zdan obwody elektryczne (prawda = prad ptynie, fatsz = prad nie ptynie, a jak
oceni¢, kiedy prad ptynie silniej lub stabiej?). Konstrukcja bramek logicznych AND i OR jest na slajdach. Mozna uzywa¢ wielu
kombinacji takich bramek. Procesor, ptyta gtéwna komputera, a nawet telefon komdrkowy to nic innego, jak miliardy takich
bramek.

Cwiczenie. Podaj wszystkie wartosciowania, dla ktérych zdania sa a) prawdziwe, b) fatszywe.

a) (NOT p OR NOT g OR NOT r OR NOT s) => (p AND g AND r AND s)

b) (p OR g) XOR (p OR r) XOR (p OR s) XOR (p OR t)

Ad 4. Zaprzeczanie zdan ztozonych.

Zaprzeczenie AND: Ania i Bartek sq szczesliwi. Testowanie réznych wariantow.

AiBs3gS$S AiBsgnieS A jest nie S lub B jest nie S
A=P, B=P P F F
A=P, B=F F F P
A=F, B=P F F P
A=F, B=F F P P

Mamy zatem prawo logiczne: NOT (A AND B) = NOT A OR NOT B.

Zaprzeczenie OR: Ania lub Bartek sq szczesliwi. Testowanie réznych wariantéw.

AlubBsgS | AlubBsgnieS | AjestnieSiBjestnieS
A=P, B=P P F F
A=P, B=F P P F
A=F, B=P P P F
A=F, B=F F P P

Mamy zatem prawo logiczne: NOT (A OR B) = NOT A AND NOT B.

Zaprzeczenie implikacji: Jesli bedzie trzesienie ziemi, to dom sie zawali. Testowanie.

T=>7 NIE (T to 2) TiNIEZ
T=P,z=P | P
T=P,Z=F | F
T=F,z=P | P
T=F,z=F | P

Mamy zatem prawo logiczne: NOT (A => B) = A AND NOT B.
Czy zachodzi prawo logiczne: A=>B = (NOTA) ORB = NOT B =>NOTA?

A=>B NOT A NOT B (NOT A) ORB NOT B => NOT A

A=P, B=P

A=P, B=F

A=F, B=P

A=F, B=F
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Wszystkie mozliwe spdjniki mozna tez zdefiniowac za pomocg zestawow: (AND XOR NOT), (AND, NOT), (OR, NOT), NAND —
zaprzeczenie AND, NOR — zaprzeczenie OR, np.

NOT A = NAND (A, A) = NOT (A AND A)

A OR B = NOT (NOT A AND NOT B) = NAND(NAND(A, A), NAND (B, B))

A OR NOT B = NOT(NOT A AND B) = (A NAND A) NAND B = NAND(NAND(A, A), B).
A AND B = NOT(NOT A OR NOT B) = ...

Ad. 5. Czy operacje logiczne sg przemienne, tgczne lub rozdzielne jedna wzgledem drugiej? Co to znaczy? Sprawdzic na
dwéch przyktadach, ktére wiasnosci sg prawami logicznymi, np. rozdzielnosé AND wzgledem OR i koniecznie tgcznosé XOR:
(A XOR B) XOR C = A XOR (B XOR C) — 8 przypadkéw

A [B [C [(AXORB)XORC | AXOR (BXORC)
Plp [P
Plp [F
PlF [P
PlF [F
Fle |p
Flp |F
L
FIF |F

Z tacznosci AND, OR, XOR mozemy tgczy¢ tymi spéjnikami wiecej zan niz 2.

A; AND A, AND A; AND... AND A,q15— wszystkie A; musza by¢ prawdziwe, aby to byto prawda.

A; OR A, OR A3 OR... OR Ayy:5— co najmniej jedno A; musi by¢ prawdziwe, aby to byto prawda.

A; XOR A; XOR A3 XOR... XOR A,p15— nieparzyscie duzo A; musi by¢ prawdziwych, aby to byto prawda.

Spdjniki moga miec rézng arnos¢, czyli liczbe argumentéw. Sa spdjniki unarne (np. NOT A), binarne np. A OR B, A XOR B,
A => B. Mozna definiowac spojniki trenarne, np. formutg *(A, B, C) = (A OR NOT B) => C lub wypetniajgc odpowiednig
tabelke itd.

Cwiczenie. lle jest wszystkich mozliwych spdjnikdw jedno- / dwu- /trzyargumentowych?
Obliczamy, ile pdl tabelki jest do wypetnienia (unarny — 2, binarny — 4, bo to kwadrat 2x2, trenarny — 8, bo to szescian
2x2x2), w kazdym polu moze staé P lub F, wiec réznych wypetnier jest odpowiednio 2°=4, 2°=16, 2°=256.

UWAGI

1. Czas trwania wyktadu 60 min. Czas pisania zadan 45 min.

2. Termin konkursu szkolnego:1 XII (wyktad moze by¢ wczesniej). Termin odestania wynikéw: 7 XII. Finat 19 Xll, godz.
10:15, sala HS Instytutu Matematycznego UWr (pl. Grunwaldzki 2/4, tel. na portiernie 71 3757414).

3. Whyniki odestac¢ w pliku xls. Wzér pliku do pobrania ze strony konkursu: http://www.fmw.uni.wroc.pl/dla-
uczni%C3%B3w/koma/2015/xi-konkurs-matematyczny-koma-2015

4. W przypadku duzego rozrzutu wynikéw nie trzeba wysytac¢ wszystkich, ale nalezy podac liczbe uczestnikow wyktadu
i czesci zadaniowe;j.

5. Prac nie trzeba przesyfac poczty, ale nalezy je zachowaé do czasu ogtoszenia listy finalistow. W przypadku duzych
odchylen od sredniej mozemy poprosic o przestanie prac.

6. Kazdy podpunkt z zadan 1-4 i 8-15 jest oceniany zero-jedynkowo. Pozostate sg oceniane w skali 0-2 pkt.



http://www.fmw.uni.wroc.pl/dla-uczni%C3%B3w/koma/2015/xi-konkurs-matematyczny-koma-2015
http://www.fmw.uni.wroc.pl/dla-uczni%C3%B3w/koma/2015/xi-konkurs-matematyczny-koma-2015

KLucz

Zad. 1. a)Llincoln, b) Cork

¢) 200. urodzin, d1) logika dwuwartos-
ciowa d2) spadjniki logiczne I, LUB, NIE
(tzw. boolowskie)

Zad. 2. a)2+2=5,b) x+y =5
Zad.3. TNT

Zad. 4. a) Marcin jest nizszy od
Wojtka lub tego samego wzrostu (jest
nie wyzszy) a/i Tomek jest wysoki

b) Nel jest dobra (nie jest zta) lub
tadna. c) Jan jest piekny i mtody,
a/i/ale jego syn jest biedny.

Zad.5. a), c),f)
(1 pkt za 2, 2 pkt za 3, — btedne)
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Zad.6. Z,5
(+1,+1, — btedne)

Zad.7. Anzelm
(0lub 2)

Zad.8. a)AANDB=BANDA
b) AXOR (B ORC) =

(A XOR B) OR (A XOR C)
a)T,b)N

Zad.9. NOTa,F, P, F

Zad. 10. a) 2016, b) > 0 (>1),
c) nieparzysta liczba,
d) <2015 (< 2016)

Zad.11.NTTN

Zad. 12. al1) 101 lub 11*,

a2) 0** lub 100

b1) zawsze, b2) nigdy

c1) 10000 lub 01111,
€2)11*** lub inne analogicznie

Zad. 13. a) 10, b) 2, ¢) 64, d) 16
Zad.14.3)0,b) 0, c) x, d) x

Zad. 15. przyktadowe najprostsze
odpowiedzi: a) *(p, g, q) lub *(p, 0, q),
b) NAND(NAND(x,NAND(y,y)),NAND(z,2)),
c) x OR (y AND NOT 2)

Zad. 16. p=1, g=0, r=0i reszta
dowolna (1 pkt. za poprawne p i r)



