KONKURS MATEMATYCZNY KOMA 2017

ELIMINACIJE SZKOLNE
PERMUTACIJE — NOTATKI Z WYKtADU
1) Mnozenie tabel (sktadanie permutacji), przemienno$¢ mnozenia.
2) Interpretacja, réwnos$¢ permutacji
3) Inny sposdb notacji, rozktad permutacji na cykle
4) Permutacje identycznosciowa i odwrotna
5) Potegowanie i rzad permutacji
6) Rozktad permutacji na transpozycje

Ad 1. Mnozenie tabel / sktadanie permutacji. Rozwazamy tabele dwuwierszowe (ztozone z liter, liczb lub innych symboli),
w obu wierszach stojg te same elementy, by¢ moze w réznej kolejnosci, zaden element nie powtarza sie w wierszu. Na
takich obiektach definiujemy dziatanie mnozenia. Uwaga! Mnozenie tabel wykonujemy w kolejnosci od prawej do lewej.

Przyktad 1.
012 34)(01234) = (012 3 4
(10324)*(21043) (30142]
Czytamy: 0 przechodzi na 2 (prawa tabela) potem 2 przechodzi na 3 (lewa tabela), w efekcie 0 przechodzi na 3 (wynik) itd.
Wynikiem jest tabela tego samego typu, co czynniki. Od razu mozna sprawdzi¢, ze to mnozenie nie jest przemienne.

0123 4)/01234) = (0123 4)]wysztocosinnego nizpoprzednio.
210 43/{10324 1 2 403

Przyktad 2.

M L E C Z NY . M L E C Z NY = M L ECZ N Y

C ELMNY Z E LMY NC Z L ECZY M N

Kolejny przyktad mogg wymysli sami uczniowie.

Ad. 2. Interpretacja i rowno$¢ permutacji. Tabelka koduje pewien sposdb przestawienia elementéw. Zauwazmy, ze kazdy
element w | wierszu jest poczatkiem jakiejs strzatki i kazdy element w Il wierszu jest koficem jakiejs strzatki. Strzatka moze
taczy¢ element ze sobg, np. 2z 2.

1 2 3 4 5 6 7 8 Przyktad 3. Co to za permutacja?

=(1 2 3 45 6 7 8),aletakze =(3 27 81 4 5 6
(32781456] (72563... ]

Tu przestawiamy |l wiersz z | permutacji do | wiersza, a uczniowie

uzupetniajg zapis. Wazny jest kierunek ‘czytania strzatek’ (z géry do dotu).

Rowne permutacje majg ten sam diagram. Uczniowie mogg zapisac te

sama permutacje w jeszcze inny sposoéb.

rys. 1

Zeby tatwo zobaczyé réwne permutacje, umawiamy sie, ze gérny wiersz porzagdkujemy zawsze rosnaco lub alfabetycznie,
czyli w przyktadzie2: (M L E C Z N Y C E L M N Y Z), bomajatensam diagram.
L ECZY MN Z C E L

Przyktad 4. Sprawdz, czy te permutacje sg réwne. Napisz inng rdwng im permutacje.
123456728 (13857246
34867215 (38571462

Z kolei mnozenie tabelek, to kolejne przestawianie juz przestawionego ciggu znakdw (podwdjne kodowanie napisu).

Przyktad 5. Co to za mnozenie?
Przy zapisywaniu wyniku pamietamy,
Zze mnozymy ,od prawej”.

12345*12345
53214153142

1 23435
4 2513

L ]

rys. 2
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W zasadzie nie ma znaczenia, czy w zapisie permutacji uzywamy liter, liczb, czy innych symboli, ale najtatwiej jest nam
porzadkowac liczby. Dlatego w dalszych przyktadach uzywamy juz tylko liczb.

Przyktad 6. Jak zapisa¢ ‘liczbowo’ permutacje z diagramu?

M z | pozycji przeszto na IV (czyli 1 przechodzi na 4)

M L E C Z N Y L z Il pozycji przeszto na lll (czyli 2 przechodzi na 3) itd.

/ =(1 234567
(4 321765 6]
C E L M NY Z (sprawdzamy, ze w |l wierszu zadna cyfra sie nie powtarza)

rys. 3

Ad 3. Inna notacja. Permutacje danego zbioru notujemy w postaci tabeli dwuwierszowej, ktdra odpowiada diagramowi, w
ktorym elementy zbioru zapisane sg dwukrotnie (rysunki 1-3). Poniewaz przestawiamy elementy jednego zbioru
(zmieniamy ich kolejnos¢), mozna na diagramie kazdy element mozemy zapisac tylko raz i dorysowac¢ odpowiednie strzatki.

Przyktad 7. Zapisz te permutacje w tabelach dwuwierszowych.

Oy
1 3 \ a) (1234
r - ff 3142
3
Pt b) 1 2 3 45
\T 2 4315
h‘} 1 5 Zamkniete petle na diagramie nazywamy cyklami.
e :
2 +
rys. 4a rys. 4b

To samo mozemy zapisa¢ w notacji jednowierszowe;j:
a) (1,3, 4,2)czytamy: 1 przechodzina 3,3 na4,4na2i2nal. Tosamo mozna zapisac jako (3, 4, 2, 1), bo to daje ten
sam diagram.
b) (1, 2, 4)(3)(5) lub krécej (1, 2, 4) czytamy: 1 przechodzi na 2, 2 na 4 i 4 na 1, a pozostate elementy na siebie.

Przyktad 8. Narysuj diagram i zapisz w tabeli dwuwierszowej permutacje (2, 4, 1, 5)(3, 6).
_ (1 2 3 45 6]
@) 'O 5/ 46123 o
— Mowimy, ze roztozyliSmy permutacje na roztaczne cykle.
rys. 5

Przyktad 9. Co to za permutacja (2, 4, 1)(4, 3)?

Tu cykle nie sg roztgczne. To jest iloczyn permutacji (2, 4, 1)*(4, 3), czyli [1 23 4j*[1 2 3 4): 123 4),
2 4 31)\12 43 2 41 3

a to jest przeciez (1, 2, 4, 3), czyli mozna zapisaé¢ w notacji jednowierszowej (2, 4, 1)*(4, 3) = (1, 2, 4, 3).

Warto potrenowac rozktadanie permutacji na cykle bez rysowania diagramoéw, np.

(1 234567 8] przepisujemy w innej kolejnosci (l 2 34567 8]_[1 385724 6)iod razu wida¢, ze
34867 215 34867 215 3857146 2

szukany rozktad to (1, 3, 8, 5, 7)(2, 4, 6). Mozna to zapisa¢ w notacji dwuwierszowej jako mnozenie

(1 385724 6]_[1 385 7}{2 4 6] lub w petnym zapisie jako [1 385724 6]*[1 385724 6],

38571462 (38571462 385712 46)13857 46 2

Warto jeszcze poc¢wiczy¢ mnozenie cykli nieroztagcznych. Przyktady moga wymyslaé uczniowie.

Przyktad 10. Oblicz (2, 4, 3)*(1, 3)*(2, 4)

2.4 3) (L 3) (2 4 =(1 23 4) =(1,2,3), ale rownie dobrze to moze by¢ (1, 2, 3)(4)(5). Zapis jest niejednoznaczny.
4 3 2 31)\4 2 2 31 4
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Uczniowie mogg tez wymyslac przyktady permutacji, ktére beda rozktadali na roztgczne cykle. To sie zawsze uda, bo kazda
strzatka prowadzi do nastepnej liczby, ale liczb w permutacji jest skoficzenie wiele, wiec strzatkowanie musi kiedy$ wrécic¢
do liczby, ktdra juz wystgpita, czyli musi sie zapetli¢. Wtedy zaczynamy od kolejnej wolnej liczby i konstruujemy kolejny cykl.
Zachodzi wiec twierdzenie, ze kazda permutacje mozna roztozy¢ jednoznacznie na iloczyn roztgcznych cykli.

Przyktad 11. Rozt6z na roztgczne cykle permutacje:a) (1 2 3 4 5 6 7 8 9),b)(1 2 3 4 5 6 7 8
52 4781396 35712846

c)(1 2 3 45 6 7 8),d)iloczyn permutacjib * c
256817 43

Czytajac kolejno, co na co przechodzi, dostajemy:
a)(1,5,8,9,6)(3, 4,7), 2 przechodzi na 2, wiec to w zapisie opuszczamy; b) (1, 3, 7, 4)(2, 5)(6, 8)
c)(1,2,5)3,6,7,4,68);d)(1,3,7,4)(2,5)(6, 8)(1, 2,5)(3,6,7,4,8)=(1,5, 3,8, 7)(2)(4, 6) = (1, 5, 3, 8, 7)(4, 6).

Ad 4. Permutacja identycznosciowa (ozn. /) nie zmienia porzadku elementdéw zbioru, czyli w zapisie dwuwierszowym jest to

np. (1 2 345 6], a w jednowierszowym (1)(2)(3)(4)(5)(6) lub po prostu I. Na diagramie permutacji kazdy element
12 3 45€6

tworzy petle z samym sobg. W mnozeniu permutacja identycznosciowa gra takg role jak jedynka w mnozeniu liczb.

Mnoienieprzezlnicniezmienia.Sprawdimy123456*1234560r32123456*123456.
12 345¢6)\35421F6 354216)\1 2 345€6

Permutacje ktérych iloczyn jest identycznos$cig nazywamy odwrotnymi (jak liczby 2 i 1/2).

Przyktad 12. Znajdz permutacje odwrotngdo (1 2 3 4 5 6),
354216

123456*123456_123456
354 216)\541 . . .) 123458

Ad. 5. Permutacje mozna potegowac, czyli mnozy¢ wielokrotnie przez siebie. Najtatwiej mnozy sie cykle.

Przyktad 13. Oblicz drugg, trzecig i si6dma potege (2, 3, 5).
(2,3,5)%(2,3,5)=(2,5,3),(2,3,5°=(2)(3)(5) =1,(2,3,5) =(2,3,5)°*(2,3,5)°*(2,3,5) = (2,3, 5).

Przyktad 14. Oblicz drugg, trzecig, széstg i siddmga potege (2, 3, 5)(1, 4).
2:(2,5,3),3:(1,4),6:1,7:(2,3,5) (1, 4)
Rzad permutacji, to liczba naturalna, ktéra méwi, ile razy nalezy pomnozy¢ permutacje przez siebie, zeby dostac
identycznos¢. Rzad cyklu to jego dtugosc. Dlaczego?
Przyktad 15. Oblicz rzad permutacji z przyktadu 9 (1 234567 8).
34867 215
Zaczynamy od rozktadu na cykle (1, 3, 8, 5, 7)(2, 4, 6). Pierwszy cykl wraca do pierwotnej postaci co 5 ztozen, z drugi co 3.
Oba wrdcg co 15.
Widaé, ze rzad dowolnej permutacji to NWW dtugosci jej cykli roztgcznych.

Ad. 6. Transpozycja to permutacja, ktéra zamienia miejscami tylko 2 elementy, np. [1 2 345 6) =(2, 4), czyli jest
143256

cyklem dtugosci 2. Oczywiscie kazdg permutacje mozna roztozy¢ na iloczyn transpozycji, na wiele mozliwych sposobdw.

Przyktad 16. Roztdz na iloczyn transpozycji a) (1, 3, 6)*(2,4,5,7),b) (1 2 3 4 5 6 7 8 9).
52 4781396
a)(1,3,6)%(2,4,5,7)=(1, 6)(1, 3)(2, 7)(2, 5)(2,4)

b) (1,5, 8,9,6)(3,4,7) =(1, 6)(1, 9)(1,8)(1,5)(3,7)(3,4).

Do czego to sie przydaje?

1. Kazda grupa jest podgrupa grupy permutacji.

2. Kodowanie. Marian Rejewski wynalazt w latach 30. XX wieku cyklometr do wyliczania cyklicznych permutacji,
wykorzystat go do ztamania szyfru Enigmy.

3. Uktadanie kostki Rubika i rozwigzania innych tamigtéwek.
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UWAGI ORGANIZCYJNE

w

Czas trwania wyktadu 45 min. Czas pisania zadan 45 min. Nie trzeba rozwigza¢ wszystkiego. Na ogét do wejscia do
finatu wystarczy mie¢ ponad 50%. Jakie byty progi w poprzednich latach, mozna sprawdzié¢ na stronie WWW
konkursu w zaktadce >historia.

Terminy konkursu szkolnego

SP: 20 XI — czes¢ zadaniowa, 24 XI — odsyt wynikow, 2 XII — finat

GM: 27 XI — cze$¢ zadaniowa, 1 XIl — odsyt wynikow, 9 XII — finat

LO: 4 XIl — cze$¢ zadaniowa, 8 XIl — odsyt wynikéw, 16 Xl — finat

Wyktad mozna zrobi¢ w dniu eliminacji szkolnych lub w pigtek poprzedzajacy dzien eliminacji.

Klasy VII piszg eliminacje w macierzystych szkotach (SP lub GM) w odpowiednich dla nich terminach. Szkoty
podstawowe przygotowujg OSOBNO zestawienie wynikéw klas IV — VI oraz klas VII. Klasy VIl piszg finat w terminie
gimnazjalnym.

Wyniki nalezy przesta¢ w pliku xIs. Wzér do pobrania ze strony konkursu.

W przypadku duzej liczby ucznidow i duzego rozrzutu wynikow nie trzeba wysytaé wszystkich nazwisk, ale nalezy
podac liczbe uczestnikow wyktadu i czesci zadaniowe;j.

Prac nie trzeba przesyta¢ pocztg, ale nalezy je zachowa¢ do czasu ogtoszenia listy finalistow. W przypadku duzych
odchylen wynikow z danej szkoty od sredniej, mozemy poprosic¢ o przestanie prac.

Kazdy podpunkt jest oceniany zero-jedynkowo.

Finaty we wszystkich kategoriach odbywajg sie w Instytucie Matematycznym UWr, pl. Grunwaldzki 2/4, 50-384
Wroctaw (dojazd z dworca PKP i PKS autobusami 145 i 146 w kierunku Sepolna i Biskupina, nalezy wysigs¢ na
przystanku Most Grunwaldzki), poczatek o godz. 10:15 w sali HS. Przebieg finatu opisano na stronie WWW
konkursu.



