KONKURS MATEMATYCZNY KOMA 2024 SZKOLY SREDNIE

ELIMINACJE SZKOLNE
NUMERYCZNE REPREZENTACJE GRAFOW — NOTATKI Z WYKtADU

PLAN WYKLADU

1) Co to jest graf, jakie ma elementy, jakie sg rodzaje graféw

2) Stopien grafu i stopien wierzchotka grafu, podstawowe wtasnosci
3) Ciag rzedéw wierzchotkdw, lista sgsiedztwa, macierz sgsiedztwa
4) Kod Priifera dla drzewa

5) Zliczanie graféw

Ad. 1. Teoria graféw to dziat matematyki dyskretnej (XIX/XX wiek).

Graf to skoniczony uktad punktéw (wierzchotkéw) potgczonych ~
liniami (krawedziami). Zazwyczaj przedstawia sie go w formie
diagramu. Przyktady obok. Dla wygody wierzchotki grafu mozna =
nazwac kolejnymi literami lub liczbami. Przeciecie krawedzi nie

jest wierzchotkiem (np. na ponizszym rys. Ks lub Kg). 1 (|
Moéwimy o grafach nieskierowanych (kierunek potaczenia nie jest istotny) i ,
niewazonych (kazda krawedz ma dtugosc¢ 1), Grafy proste nie majg krawedzi \ )

wielokrotnych i petli (wierzchotek nie tgczy sie sam ze sobg).

Jesli w grafie sg wszystkie mozliwe krawedzie jednokrotne (kazdy wierzchotek potgczony jest z kazdym innym), to
graf nazywa sie petny. Przyktady obok to grafy petne Ks i K.

Cwiczenie. Jak wygladaja grafy petne Ks i K4? lle krawedzi ma Ki7?

Jesli od jednego wierzchotka do innego trzeba przejs¢ przez jedng lub kilka krawedzi, to takie przejscie nazywamy
droga. Dtugosc¢ drogi to liczba krawedzi, z jakich ta droga sie skfada.

Grafy spdéjne (sg w jednym kawatku) to takie, B—E) (G 8 ® @
w ktorych pomiedzy dowolnymi wierzchotkami istnieje droga. / ] / |
Droge, ktéra zaczyna sie i koficzy w tym samym wierzchotku (i nie jest A—C—F

: A—C) [F
petlg), nazywamy cyklem. \D/ v \D/

Drzewo to graf spdjny, ktéry nie ma cykli, inaczej méwigc miedzy

dowolnymi dwoma wierzchotkami istnieje tylko jedna droga (nie ma . =
innej drogi powrotnej, bo obie te drogi utworzytyby cykl).
Przyktady obok. Pierwszy nie jest drzewem, bo nie jest spdjny. Ponadto

H

ma cykl, np. ACFD. Drugi jest drzewem (jest spdjny i nie ma cyklu).
Przydatna intuicja: drzewo ma zawsze ksztatt ggsieniczki o réznych
liczbach ndézek réznej dtugosci (rys. trzeci obok).

Ad. 2. Rzad wierzchotka to liczba wychodzacych z niego krawedzi. Rzad grafu to suma rzedow wszystkich jego
wierzchotkéw. Lisé grafu to wierzchotek rzgdu 1. Czy moze istnie¢ drzewo bez lisci?

Cwiczenie. Przeprowadzamy na powyzszych przyktadach, pytajac o rzedy wierzchotkéw i rzedy graféw. W efekcie
dochodzimy do ponizszych wnioskow (dla mtodzikow w=17).
e Rzad grafu wynosi tyle, co podwojona liczba jego krawedzi (bo kazda krawedz? jest do rzedu liczona 2 razy).
e Graf bedacy pojedynczym cyklem o w wierzchotkach ma rzagd wierzchotka 2, a rzad grafu 2w.
e Graf petny o w wierzchotkach ma rzad wierzchotka w-1, a rzad grafu w(w-1).
e W kazdym grafie liczba wierzchotkdw rzedu nieparzystego jest parzysta (bo w przeciwnym razie rzad grafu
bytby nieparzysty).
o W drzewie zawsze jest lis¢ (wyjdZzmy z wierzchotka, ktdry nie jest lisciem, i wedrujmy po krawedziach, nie
wrécimy gdzie juz bylismy, a musimy skonczy¢, bo krawedzi jest skoriczenie wiele, skoriczymy w lisciu).
A co bedzie, jesli wyruszymy z liscia?
e W drzewie zawsze sg przynajmniej dwa liscie. (rozumowanie j.w.)
e W drzewie wierzchotkow jest o 1 wiecej niz krawedzi (startujac z liscia, z kazdg krawedzig dorysujemy tez
wierzchotek).
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Ad. 3. Graf to rysunek (diagram). Czy mozna nauczy¢ komputer rozpoznawania graféw? Musimy miec inny
(nierysunkowy) sposdb przedstawienia grafu. Trzeba taki rysunek opisa¢ w jezyku maszyn, np. za pomoca liczb.
Ale jak? Jest na to kilka sposobdéw. Wazne, zeby z takiej maszynowej

reprezentacji dato sie odtworzy¢ rysunek grafu w sposdéb jednoznaczny.

Cwiczenie. Czy wystarczy poda¢ liczby w (wierzchotkéw) i k (krawedzi) grafu, — g

zeby odtworzy¢ jego ksztatt? Odp. NIE.

Np. oba drzewa obok majg w=4 i k=3, a to przeciez inne grafy (jeden ma
wierzchotek rzedu 3, a drugi go nie ma).

Cwiczenie. A moze wystarczy podac¢ rzedy wszystkich wierzchotkdw grafu, zeby odtworzy¢ ’“'—'—<

jego ksztatt? W powyzszym przyktadzie bytyby to rézne zapisy: (2, 2,1,1)i(3,1, 1, 1).
Uwaga. podajemy rzedy wierzchotkdw grafu w kolejnosci malejacej. Odp. NIE.

Np. oba drzewa obok majg cigg rzedéw wierzchotkéw (3, 2, 2, 1, 1, 1), a to inne grafy (jeden

ma liscie potaczone drogami dtugosci 2 lub 4, a drugi 3 lub 4).

Cwiczenie. Czy istniejg takie grafy? (1,1, 1), (1,1,1,1),(2,2,2),(2,2,2,2),(3,3,3),(3,3,3,3)

Odp. N —rzad nieparz, T — 2 kreski, T —trojkat, T — czworokat, N — rzad nieparz, T — czworokat z przekatnymi

Cwiczenie. Czy mozna odtworzyé graf na podstawie ponizszych zapiséw? Co one mogg oznaczac?
A){1:[2, 3, 4, 5], 2:[1, 3, 4], 3:[1, 2, 4], 4: [1, 2, 3, 5], 5:[1, 4]}
B) [(A, B), (A, C), (A, E), (B, C), (B, E), (C, D), (D, A), (E, C)]
C)o111
1001
1001
1110
odp. A) Dla kazdego wierzchotka podano liste jego sasiaddw, czyli wierzchotkow, z ktérymi jest on potgczony.
odp. B) Podano liste wszystkich krawedzi grafu.
odp. C) W tabeli takze kazdy wierzchotek ma podanych sasiadéw. Nazywamy ja macierza sasiedztwa.
Na skrzyzowaniu dwéch wierzchotkéw jedynki wskazuja, ze miedzy nimi jest krawedz, a zera — ze nie ma.

Cwiczenie. Dla ponizszego grafu zapisz jego liste sgsiedztwa i macierz sasiedztwa.

;fA—‘ A BCD ABCDE
TS @ B & S
\ ~ C 10010

O e 2 losass

S Odp.

Cwiczenie. Napisz macierz sasiedztwa dla graféw.
01100
10101

9 o 11011
0"‘ 00100

9 e Odp. 01100

Ad 4. Drzewo o wierzchotkach ponumerowanych kolejnymi liczbami naturalnymi mozemy jednoznacznie
zakodowad w postaci ciggu liczb nazywanego kodem Priifera tego drzewa. Kod tworzymy nastepujgco:

e Szukamy liscia o najnizszym numerze.

e Skreslamy go i wychodzacg z niego krawedz, a numer wierzchotka na drugim koricu wpisujemy do kodu.

e Znowy drzewem postepujemy podobnie az otrzymamy tylko jedng krawedz. Przyktad: <2, 4, 2, 4>
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Cwiczenie. Sprobuj z takim drzewem.

Odp.<5,5,6,6,7,8,10,7, 8>

Troche trudniej jest odtworzy¢ drzewo z kodu. Sprébujmy na przyktadzie <3, 3, 1, 5, 4>. Drzewo musi mie¢ 7
wierzchotkdw (z kazdym skreslanym wierzchotkiem wpisujemy numer do kodu, poza ostatnig krawedzig).
Zaznaczamy dowolnych 7 ponumerowanych punktow. Pierwszy byt odciety lis¢ z najnizszym numerem, ale nie 1,
bo wystepuje w kodzie. Byto to 2 i byto pofaczone z 3 (zaznaczamy). Szukamy nowego liscia — najnizszego
niewystepujacego w kodzie numeru — jest to 6 i byto potgczone z 3 (zaznaczamy). Jednoczesnie wykreslamy zuzyte
wierzchotki z kodu i z zestawienia wierzchotkéw: <3, 3, 1, 5, 4>—(1, 2, 3, 4, 5, 6, 7). Teraz najnizszy numer, ktérego
nie ma juz w kodzie to 3 i byto potgczone z 1. Zaznaczamy i skreslamy: <3, 3, 4, 5, 4>—(1, 2, 3, 4, 5, 6, 7). Najmniejszy
numer niewystepujacy w kodzie to 1 i potgczony byt z 5. Zaznaczamy i skreslamy: <3, 3, 4, 5, 4>—(4, 2, 3,4, 5, 6, 7).
Z 4 potaczone byto 5: <3, 3,4, 5, 4>—(4, 2,3, 4,5, 6, 7). Pozostato 7, ktére tgczymy z ostatnim z kodu wierzch. 4.
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Z wykonanych przyktadéw wyciggamy wnioski dotyczgce wtasnosci kodu Prifera:
e Drzewo o n wierzchotkach ma kod dtugosci n-2. (nie wpisujemy pierwszego i ostatniego wierzchotka).
e Jedli numer wierzchotka wystepuje w kodzie k razy, to wierzchotek ma rzad k+1.
e Jesli numer wierzchotka w ogdle nie wystepuje w kodzie, to wierzchotek ten jest lisciem.

Ad. 5. lle jest réznych drzew o 3 wierzchotkach? Réznych tzn. o réznych — o 3
ksztattach. Tylko jeden. A o 4 wierzchotkach — dwa (rys. obok). Dla wiekszych
liczb wierzchotkdw okreslenie liczby drzew jest coraz trudniejsze (np. dla
w=5 drzew jest 3, dla w=6 jest ich 6, a dla w=7 — 11). Do dzis$ nie znaleziono .,
ogdlnego wzoru na liczbe drzew o w wierzchotkach.

Inaczej jest, jesli nadamy wierzchotkom nazwy. Wtedy dla w=3 drzewa sg trzy (kazdy wierzchotek moze by¢ w
$rodku), a dla w=4 drzew jest 16 (4 w postaci triodu — kazdy wierzchotek moze by¢ w srodku, oraz 12 w postaci
odcinka — z 4 wybieram dwa wierzchotki srodkowe [na 6 sposobdw] i na 2 sposoby doklejam liscie 6-2+4=16). Dla
wiekszych w zliczanie sie komplikuje, ale mozemy skorzystac z jednoznacznego kodowania Prifera. Dla w=4
zliczamy napisy dtugosci 2 ztozone z liczb ze zbioru {1, 2, 3, 4}. Jest ich 42=16. Dla w=5 napisdéw dtugosci 3 jest
53=125, itd. Drzew etykietowanych o w wierzchotkach jest w"-2.

Cwiczenie. lle jest drzew o 7 wierzchotkach, w ktérych:
a) wierzchotek o numerze 2 jest lisciem? ODP. 675 (kody zawierajg cyfry ze zbioru {1, 3, 4, 5, 6, 7})

b) wierzchotek o numerze 2 ma rzad 4? ODP. (§)~6"2 (wybieram trzy miejsca na dwajki, pozostate cyfry wybieram
ze zbioru {1, 3,4, 5,6, 7})
c) pewien wierzchotek ma rzad 3? ODP. (2)7-6"3 (wybieram dwa miejsca na powtarzajacg sie cyfre ze zbioru od 1

do 7, pozostate 3 miejsca obsadzam cyframi ze zbioru 6-elementowego, bo bez tej powtdrzonej cyfry)

UWAGI ORGANIZCYJNE
1. Czas trwania wykfadu 45-60 min. Czas pisania zadan 45 min. Nie trzeba rozwigza¢ wszystkich zadan.

Nie uzywamy kalkulatorow.

Termin konkursu szkolnego: 29 Xl (mozna zrobi¢ 28. wyktad, 29. zadania).

Odsytanie wynikow mejlem na adres: mikolaj@math.uniwroc.pl do 5 Xli. Wyniki 7 XII.

Wyniki przesta¢ w pliku xls zgodnym ze wzorem zamieszczonym na stronie www konkursu.

W przypadku duzej liczby ucznidow i duzego rozrzutu wynikéw nie trzeba wysytaé¢ wszystkich nazwisk, ale

nalezy w tabeli wynikow poda¢ catkowitg liczbe uczestnikow.

7. Prac nie trzeba przesyfac pocztg, ale nalezy je zachowac do czasu ogtoszenia listy finalistéw. W przypadku
duzych odchylen wynikéw z danej szkoty od $redniej, mozemy poprosic o przestanie zeskanowanych prac.

8. Kazdy podpunkt jest oceniany zero-jedynkowo. Nie ma potéwek za cze$ciowo poprawne odpowiedzi.

9. Finaty w Instytucie Matematycznym UWr, pl. Grunwaldzki 2, 50-384 Wroctaw 14 XII, poczatek godz.
10:15, sala HS.

oukwnN
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KLUCZ ODPOWIEDZI

a)

1)
2)
3)
4)

5)

6)

7)

8)
9)

a)T,b)T,¢)T,d)T

a) 2, b) 200, c) 99, d) 9900

a)N,b)N,c)T,d) T

a) pieciokat, b) szesciokat z gtéwnymi przekatnymi,

c) czworokat z ndzkami w przeciwlegtych wierzchotkach
d) trojkat z jedng krawedzig podwadjng,

e) pieciokat z przekatng

f) nie istnieje (rzad nieparzysty)

a) n-kat, b) n+1-kat z wystawionym odcinkiem

w jednym wierzchotku, c) n+2-kat z jednga przekatna,

d) n-kat ,kolczasty” / z wystawionymi odcinkami / li§¢mi
a),b), c),d

010010 | 2

101010
010100
001011
110100
000100 8
rys. powyzej

a) rzad, dodaé/zsumowad, b) lisciem, 1/jedynka,
c) petnego, jedynki, d) rzedy, jednakowe

o
o

3

10) a)(4,1,6,1,2,1,1,1,3),b)(3,10,7,1,3,3,3,3,9
11) b)id) nieistnieje

"

9

10 2

4 3 7 &

5 8

12) a)12,b)7,¢c)4,d)<4,4,3,2,2,1,1,1,1,1,1, 1>
13) a) 6, b) n+2 i n+1, c) lisSciem, d) 2n+2

14) a) (n-2)(n-1)"3, b) (;‘)(n—a)"-Z, ¢)n,d) z(’;)(n—z) = n(n=1)(n-2)
15) a) (132)'9'1(1110)1(02) (123 = (6132)'9'3!%3!1! =1g142)1'g'(130)'(
b)(1)(1)(4)'(4)(2)'4!=(1)(1)(4)%

SZKOLY SREDNIE
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Zad. 1. Wpisz TAK lub NIE w zaleznosci od tego, czy
podane zdanie jest prawdziwe, czy fatszywe.

a) Rzad grafu nie moze by¢ mniejszy od rzedu
wierzchotka tego grafu.

b) W grafie petnym wszystkie wierzchotki majg ..........
takie same rzedy.

c) Rzad grafu jest zawsze liczbg parzystg

d) Rzad grafu petnego jest wielokrotnoscig
liczby jego wierzchotkow.

Zad. 2. Uzupetnij luki liczbg, aby powstaty zdania
prawdziwe.

a) Graf, ktéry jest pojedynczym cyklem, ma wszystkie

wierzchotki rzedu

b) Rzad grafu o 100 wierzchotkach, ktéry jest pojedyn-

czym cyklem wynosi

c) Graf petny o 100 wierzchotkach ma wszystkie
wierzchotki rzedu .o
d) Rzad grafu petnego o 100 wierzchotkach wynosi

Zad. 3. Wpisz TAK lub NIE w zaleznosci od tego, czy
podane zdanie jest prawdziwe, czy fatszywe.

a) Kazdy graf ma dwa liscie.

b) Istnieje drzewo bez lisci.

c) Istnieje graf, ktory ma same liscie.

d) Istnieje drzewo o 1001 lisciach.

Zad. 4. Naszkicuj graf spéjny o podanym ciggu rzeddéw
wierzchotkéw lub wpisz NIE ISTNIEJE.

a)(2,2,2,2,2)

b)(3,3,3,3,3,3)

)(3,3221,1)

d)(3,3,2)

e)(3,3,222)

f)(3,3,3,3,3)

ELIMINACIJE SZKOLY SREDNIE

SZKOta: oo,

Zad. 5. Opisz, jak wyglada graf spéjny, prosty o danym
ciggu rzedéw wierzchotkéw.

a)(2,2,..,2,2)
dwodjka wystepuje n razy

b) (3,2, ..., 2,1)
dwodjka wystepuje n razy

c)(3,3,2..2)
dwodjka wystepuje n razy

d(3,..3,1,..,1)
tréjek i jedynek jest po n

Zad. 6. Narysuj graf spdjny o podanym ciggu rzedoéw
wierzchotkéw lub wpisz NIE ISTNIEJE.

a)(4,4,4,2,2,2)

b)(6,5,5,5,2,2,1)

c(53311111,11)
d)(5,4,3,3,3,3,3,2,2)

Zad. 7. Zapisz macierz sgsiedztwa podanego grafu.

®
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Zad. 8. Narysuj graf o podanej macierzy sgsiedztwa.

01011000
10100000
01010010
10100000
10000101
00001010
00100101
00001010

Zad. 9. Uzupetnij zdania jednym stowem, aby uzyskaé
twierdzenia prawdziwe.

a) Aby obliczy€ .....oeeveveereeree. wierzchotka grafu,

trzeba w macierzy sgsiedztwa .......cccceeveveeveececiese s
liczby w odpowiadajgcej mu kolumnie.

b) Jesli wierzchotek jest .......cceceveeeeennnrneee.. grafu, tow

odpowiadajgcej mu kolumnie .......c.ccevvvervennnnns stoi raz.
c) Macierz sgsiedztwa grafu ......ccceevevecvrveennnnas zawiera
SAME e erea s poza przekatna.

d) Jesli kolumny macierzy sgsiedztwa dajg te same

SUMY, t0 oovevererieienee wierzchotkéw grafu sg ..................

Zad. 11. Narysuj drzewo o podanym kodzie Priifera lub

wpisz NIE ISTNIEJE.

a)<9,7,7,7,3,4,5, 4, 10>

b)<9,7,7,7,3, 10, 5>

c)<9,7,10,7,2,4,2,4,1>

d)<8,7,7,7,11,5, 1>

ELIMINACIJE SZKOLY SREDNIE
Zad. 12. Drzewo ma kod Prifera <8,1,1,1,4,3,3,4,3,7>.

a) lle ma wierzchotkéw?

b)lle malisci?
c) Jaki rzad ma wierzchotek nr3? ..
d) Jak wyglada cigg rzedéw jego wierzchotkow?

Zad. 13. Uzupetnij zdania.
a) Jesli w kodzie Priifera wierzchotek nr n wystepuje 5

razy, to jego rzad jest FOWNY ......c.eeveeeveevenenresreceeeens
b) Jesli kod Priifera ma dtugosc¢ n, to drzewo ma
......................... wierzchotkéw i .......................krawedzi.
c) Jesli jakis wierzchotek nie wystepuje w kodzie
Prifera, to JeSt ON oo e

d) Jesli drzewo ma kod Priifera <1, 2, 3, ..., n>, to jego
FZQA WYNOSI weeveeieite ettt ee e see e seeneeeens

Zad. 14. lle jest drzew o wierzchotkach {1, 2, ..., n}

a) w ktérych wierzchotek 1 ma rzad 2?

Zad. 15. lle jest drzew o wierzchotkach {1, ..., 12}
i podanym ciggu rzedoéw wierzchotkdéw?

a)(4,4,4,2,1,1,1,1,1,1,1,1)



