KONKURS MATEMATYCZNY KOMA 2023 SZKOLY SREDNIE

FINAL
UtAMKI FAREYA — NOTATKI Z WYKtADU

PLAN WYKtADU

1) Definicja ciggu utamkéw Fareya rzedu n, przyktady z poréwnywaniem.

2) Generowanie ciggu uporzgdkowanego z drzewa Sterna-Brocota. Mediant utamkéw.
3) Wtasnosci utamkéw Fareya.

4) Wykorzystanie utamkéw Fareya do szacowania liczb niewymiernych.

(https://www.youtube.com/watch?v=0hlvhQZIOQw)

Ad. 1. Definicja ciggu utamkdéw Fareya rzedu n: cigg utamkdéw nieskracalnych z przedziatu [0, 1], o mianownikach
nie wiekszych niz n, uporzgdkowane rosngco. Przyktady.

Cigg F1 ={0/1, 1/1}. Dalej generowanie dla matych n na piechote ze skracaniem i poréwnywaniem:

dla n=2 mamy 0/1, 1/1, 0/2, 1/2, 2/2, czyli po odrzuceniu skracalnych i uporzagdkowaniu {0/1, 1/2, 1/1}.

Zrobic tak jeszcze F3 i F4.

Ad 2. Generowanie ciggu uporzadkowanego z drzewa Sterna-Brocota na R+. Mediant sgsiednich utamkéw a/b i
c/d wynosi (a+c)/(b+d) i lezy pomiedzy. Dowody:

* dlaczego jest nieskracalny?

* dlaczego kazdy nieskracalny wystgpi i to doktadnie raz?

Ad 3. Witasnosci utamkdw Fareya.

* liczba utamkow rzedu n (poza F1 jest nieparzysta z 1/2 na $rodku, wzdér addytywny)

* wtasnos¢ kolejnych tréjek, mediant sgsiednich par, wtasnos¢ sgsiednich mianownikéw
* zaznaczanie w uktadzie wspdtrzednych i tamana porzadku, rozbtysk Fareya

* interpretacja geometryczna porzadku

* okregi Forda

Ad. 4. Uzasadni¢ najlepsze szacowanie V(%/2) utamkiem o zadanym w mianowniku. Powiaza¢ z reduktami utamkéw
tancuchowych.
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KLUCZ ODPOWIEDZI

1.

w

10.
11.
12.
13.

a)0/1,1/2,1/1 (0 lub 1, w ostatnim 2)

b)0/1,1/3,1/2,2/3,1/1

c)0/1,1/5,1/4,1/3, 2/5,1/2,3/5, 2/3, 3/4, 4/5, 1/1

d)o/1,1/7,1/6,1/5,1/4,2/7,1/3, 2/5,3/7,1/2,4/7, 3/5, 2/3,5/7, 3/4, 4/5,5/6, 6/7, 1/1
a) 23, b) 29, ¢) 47, d) 97 (0 lub 1)

a)18,b) 12,c) 12,d) 52 (0 lub 1)

a) nic (0 lub 1)

b) 0/1, 1/3, 2/5, 3/7, ..., n/(2n+1)

c)0/1,1/2,2/3,3/4,4/5,5/6, ..., "/n

d) 1/3, 3/8, 5/13, ..., n/(2,5n+0,5) dla nieparzystych n

a)1/1,1/2,1/3,1/4,1/5, ..., 1/n (0 lub 1)

b) 1/1, 2/3, 3/5, 4/7, ... (n+1) / (2n+1)

c) nic

d) 1/2,3/7,5/12, ..., n/(2,5n-0,5) dla nieparzystych n

a) n/(2n+1) (1+1+2)

b) n/(n+1) lub (n-1)/n

c) (2n+1)/(5n+3) lub n/(2,5n+0,5) dla nieparzystych n lub n/0,5(5n+1) dla nieparzystych n
a)1/n, (1+1+2)

b) (n+1) / (2n+1),

c) (2n+1) / (5n+1) lub n/(2,5n-0,5) dla nieparzystych n lub n/0,5(5n—1) dla nieparzystych n
a) 1, b) 1/bd, c) b+d, d) (a+c)/(b+d) (0 lub 1)

a) srodka/skraju, mianowniki (1 za kazde stowo)

b) g, mediantem

c) Forda, styczny, 1/2, 1/3, 3/7, 3/8, 5/12, 5/13 itd. (jak w 4d lub 5d)

d) nieskracalnego/Fareya, 1/(2g?), (p/q, 1/2g?), sasiadujacych

rysunki na tablicy (0, 1 bez odbicia lub 2 z odbiciem)

a) 9 (0 lub 1) + rysunki na tablicy (O lub 1)

a)T,b)T,c)N,d)T,e)N,f)N,g) N, h) T,i) N (0lub 1)
a)2/3i1/1,b)2/3i3/4,¢)2/3i5/7,d)7/10i5/7 (0, 1, 2)
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Zad. 1. Zapisz ciaggi utamkow Fareya podanych rzeddw.
A) N=2 s
b) n=3

c) n=5

Zad. 3. O ile wiecej utamkdw Fareya jest w rzedzie:

a)19 nizw 18

b) 21 niz w 20

¢) 36 nizw 35

d) 53 niz w 52

Zad. 4. Podaj 3 rézne utamki sgsiadujace z lewej
z danym utamkiem w trzech wybranych rzedach F,.

Zad. 5. Podaj 3 rdzne utamki sgsiadujgce z prawej
z danym utamkiem w trzech wybranych rzedach F,.
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Zad. 6. Podaj postaé ogdlng utamka Fareya
sgsiadujacego z lewej z danym utamkiem.

Zad. 7. Podaj posta¢ ogdlng utamka Fareya
sgsiadujgcego z prawej z danym utamkiem.

Zad. 8. Dokoricz zdania. Jesli a/b i ¢/d sg sasiednimi
utamkami Fareya, to:

a) b-c—a-d wynosi

b) ich dodatnia réznica Wynosi .......cccceeeveeeeeececevineennnns
¢) nowy utamek pojawi sie miedzy nimi w rzedzie
O NUMEIZE e

d) utamek, ktdry pojawi sie miedzy nimi jako pierwszy,

bedzie wynosit e,
Zad. 9. Uzupetnij luki w zdaniach.

a) Utamki Fareya lezace w jednakowych odlegtosciach

(o]« [N rzedu majg takie same ......cccecvevevene.
b) Jesli utamek Fareya p/q ma w rzedzie nr ....................

sgsiadOw a/b i c/d, to jestich .....iveeeicececeieeeees
C) OKIGE voveveverieeeteeerecereeeee e dla utamka 2/5 jest

................................. do okregdw dla utamkéw ................,
........................... S eereesreesssessnneeessnens JUD ceii e
d) Dla kazdego utamka .......ccccveveeeeereeeececeeereee e p/q

istnieje okrgg o promieniu .........ccceeceeeeeeeenvenene.. i Srodku

W PUNKCI (eevevrerieririeiieeaeetes) ceeeeeiesteseesnenennns) Sty€zny do

OKregow UtamKOW ........cccueveieiiiecece e et
z p/q w pewnym ciggu Fareya.
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Zad. 10. Narysuj rozbtysk Fareya w pierwszej ¢wiartce
uktadu wspodtrzednych dla podanych n.

a)n=3

b) n

1
%]
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b) n=7

) 4

Zad. 11. Ponizszy wzorek zostat utworzony przez
mianowniki kolejnych utamkéw Fareya.
Jakiego rzedu?

"1 B EEEE i~

Narysuj analogiczny wzorek dla podanych rzedow.

a) n=5

Zad. 12. Wpisz TAK lub NIE w zaleznosci od tego, czy
podane zdanie jest prawdziwe, czy fatszywe.

a) Utamki Fareya rzedu n zawierajg utamki

rzedu n-1.

b) Wsréd utamkow Fareya nie ma liczb, ktérych
licznik i mianownik sg parzyste.

c) Kolejne utamki Fareya nie moga mie¢ tych
samych mianownikéw.

d) Rdznica liczb utamkdéw Fareya w rzedach n-tym
i poprzednim jest wartoscig funkcji Eulera dla n. ............

e) Srodkowy wyraz ciggu utamkéw Fareya

rzedu n jest taki sam dla wszystkich n.

f) Aby dosta¢ mediant dwdch sasiednich utamkow
Fareya, dodaje sie je tak, jak zwykte utamki.

g) Kazdy mediant lezy doktadnie w potowie miedzy
utamkami, z ktérych powstat.

h) Utamki Fareya lezgce w tych samych odlegtosciach
od srodka rzedu sumuja sie do 1.

i) Okregi Forda dla réznych utamkéw Fareya sg
styczne i nigdy sie nie przecinaja.

Zad. 13. Podaj liczby wymierne najlepiej przyblizajace
liczbe \/(1/2) o mianownikach nie wiekszych niz podane.

a)m=3 e, <) <
bym=4 . <\(/2) <
m=7 e, <\(/2) <
d)m=10 . <\(/2) <
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