KONKURS MATEMATYCZNY KOMA 2023 FINAL SZKOLY PODSTAWOWE

FINAL
UtAMKI FAREYA — NOTATKI Z WYKtADU

PLAN WYKtADU
1) Definicja utamka, przyktady dla Mtodzikéw.

2) Skracanie utamkoéw, liczby wzglednie pierwsze.

3) Poréwnywanie utamkow.

4) Definicja ciggu utamkow Fareya rzedu n, przyktady z poréwnywaniem.

5) Generowanie ciggu uporzgdkowanego z potowy drzewa Sterna-Brocota. Mediant utamkéw.
6) Wtasnosci utamkéw Fareya.

(dla LO)

* Definicja bez ograniczenia do przedziatu [0, 1], wizualizacja przez okregi Forda
(https://www.youtube.com/watch?v=0hlvhQZIOQw).

* Dowody. Zastosowanie.

Ad. 1. Definicja utamka: liczba z przedziatu [0, 1] zapisana jako iloraz liczb naturalnych (licznik i mianownik lub w
Mtodzikach gora i dét). Mtodzicy: co to znaczy 2/7 catosci, rysunki pizzy.
Przyktady: 1/2, 2/5, 18/42 =9/21 = 3/7 (rysunek).

Ad 2. Skracanie utamkdw, utamki nieskracalne, liczby wzglednie pierwsze, dla JUN/LO funkcja Eulera.

Ad 3. Poréwnywanie utamkéw: na obrazku, przez poréwnanie licznikéw/mianownikéw, przez uzupetnienie do
jednosci, zasada mnozenia na krzyz.

Ad 4. Definicja ciggu utamkdéw Fareya rzedu n: cigg utamkdw nieskracalnych z przedziatu [0, 1], o mianownikach
nie wiekszych niz n, uporzadkowane rosnaco. Ciag F1 = {0/1, 1/1}.

Generowanie dla matych n na piechote ze skracaniem i porownywaniem: dla n=2 mamy 0/1, 1/1, 0/2, %, 2/2,
czyli po odrzuceniu skracalnych i uporzgdkowaniu {0/1, 1/2, 1/1}. Zrobi¢ tak jeszcze F3 i F4.

Ad 5. Generowanie ciggu uporzadkowanego z drzewa Sterna-Brocota (w SP tylko fragment drzewa). Mediant
sgsiednich utamkéw a/b ic/d wynosi (a+c)/(b+d) i lezy pomiedzy. Dlaczego jest nieskracalny? Dlaczego kazdy
nieskracalny wystapi i to doktadnie raz?

Ad 6. Wtasnosci utamkow Fareya.

* liczba utamkéw rzedu n (poza F1 jest nieparzysta z 1/2 na $rodku, wzdr addytywny)

* wtasnos¢ kolejnych tréjek, mediant sgsiednich par, wtasnosc¢ sgsiednich mianownikéw
* zaznaczanie w uktadzie wspotrzednych i tamana porzadku, rozbtysk Fareya

* interpretacja geometryczna porzadku

* Wzory symetryczne tworzone przez mianowniki.

JUN, LO

* Wykorzystanie do szacowania liczb niewymiernych (typu 1/sqrt2) zadanym krokiem w mianowniku, jak to sie
ma do n-tych reduktéw utamka tanncuchowego

* Dla kazdego utamka nieskracalnego p/q istnieje okrag (Forda) o promieniu 1/(2g?) i $rodku w punkcie (p/g,
1/2q%). Dwa okregi dla réznych utamkéw sg roztgczne lub styczne, nigdy sie nie przecinaja. Jesli p/q < 1, to okregi
Forda styczne do okregu dla utamka p/q sg okregami utamkoéw bedacych sgsiadami p/qg w pewnym ciggu Fareya.
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KLUCZ ODPOWIEDZI - MtODZICY

1. a)2/3,b)2/3,c)1/38,d)2/5(0lub1)
13/33, 24/25, 99/100 (1 lub -1)
a)3/14,b) 7/8,c) 1/3,d) 123/234 (0 lub 1)
1,2,4,7,8,11,13, 14 (1/2 lub -1/2)
a)2,b)4,c)4,d)8(0lub 1)
a)0/1,1/1 (0 lub 1)
b)0/1,1/2,1/1
c)0/1,1/3,1/2,2/3,1/1
d)0/1,1/5,1/4,1/3,2/5,1/2,3/5, 2/3, 3/4, 4/5, 1/1
7. a)7,b)13,c)23,d)43(0lub1)
a)18,b)14,c)12,d) 42 (0lub 1)
9. a)nic(0lub1)

b)0/1, 1/3, 2/5, 3/7, ..., n/(2n+1)

c)0/1,1/2, 2/3,3/4,4/5,5/6, ..., "YYn, ..

d) 1/3, 3/8, 5/13, ..., n/(2,5n+0,5) dla nieparzystych n
10. a) 1/1, 1/2, 1/3,1/4,1/5, ... 1/n, ... (0 lub 1)

b) 1/1, 2/3, 3/5, 4/7, ..., (n+1) / (2n+1), ...

c) nic

d) 1/2,3/7,5/12, ..., n/(2,5n-0,5) dla nieparzystych n
11. 8, 1/40, 5/13, 13 (0 lub 1)
12. rysunki na tablicy (0, 1 — bez odbicia lub 2)
13.a)T,b)T,c)N,d) T,e)N,f) T,g) T, h) N, i) N, j) N (0 lub 1)
14. a) 1, b) 1/bd, c) b+d, d) (a+c)/(b+d) (0 lub 1)

ok wnN

%

KLUCZ ODPOWIEDZI - JUNIORZY
1. a)2/3,b)1/38,¢)2/5,d)3/7(0lub 1)

2. 13/33,24/125, 27/566 (1 lub -1)
3. a)3/114, b) 117/118, ¢) 1/3, d) 123/234 (0 lub 1)
4. 1,7,11,13,17,19,23,29(1/2 lub-1/2)
5. a)6,b)4,c)8,d)52(0lub1)
6. a)0/1,1/2,1/1(0lub 1, w ostatnim 2)
b) 0/1, 1/3, 1/2, 2/3, 1/1
¢)0/1,1/5, 1/4,1/3, 2/5, 1/2, 3/5, 2/3, 3/4, 4/5, 1/1
d)0/1,1/7, 1/6, 1/5, 1/4,2/7, 1/3, 2/5, 3/7, 1/2, 4/7, 3/5, 2/3, 5/7, 3/4, 4/5, 5/6, 6/7, 1/1
7. a)2,b)3,c)7,d)13 (0lub 1)
8. a)23,b)29,c)47,d)97 (0lub 1)
9. a)18,b)12,c)12,d)52 (0lub 1)

10. a) nic (0 lub 1)

b)0/1, 1/3, 2/5,3/7, ..., n/(2n+1), ...

c)0/1,1/2,2/3,3/4,4/5,5/6, ..., "Yn, ..

d) 1/3, 3/8, 5/13, ..., n/(2,5n+0,5) dla nieparzystych n
11. a) 1/1, 1/2, 1/3, 1/4, 1/5, ... 1/n, ..(0 lub 1)

b) 1/1, 2/3, 3/5, 4/7, ..., (n+1) / (2n+1), ...

c) nic

d) 1/2,3/7,5/12, ..., n/(2,5n-0,5) dla nieparzystych n
12. rysunki na tablicy (0, 1 bez odbicia lub 2)
13.a)T,b)T,c)N,d)T,e)N,f)T,g) N, h) N, i) T, J) N (0 lub 1)
14. a) $rodka/skraju, mianowniki (0, 1, 2 lub 3)

b) sgsiednimi, 1

c) iloczynu, mianownikow

d) pierwszy, (a+c)/(b+d), b+d
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Zad. 1. Zapisz utamek w postaci nieskracalne;j.
2) 22/33 e,
D) 3/114 e,
€) 28/70 e
d) 45/105 @ e
Zad. 2. Podkres| utamki nieskracalne.

15/51 13/33  24/125 99/108 27/566

Zad. 3. W kazdej parze podkres| wiekszy utamek.

a) 3/114 i 3/115
b) 116/117 i 117/118
c) 14/70 i 1/3

d) 1/2 i 123/234

Zad. 4. Podaj liczby naturalne mniejsze od 30
i wzglednie pierwsze z 30.

Zad. 5. Podaj wartos¢ funkcji Eulera dla liczb:

a) T e
b) 12 e
) 15
d) 53

Zad. 6. Zapisz ciagi Fareya podanych rzedéw.

FINAt — JUNIORZY

............................ SZKOtA: i

Zad. 7. lle jest utamkdéw w ciggu Fareya rzedu n dla:

Zad. 9. O ile wiecej utamkoéw Fareya jest w rzedzie:

a) 19 nizw 18

b) 21 niz w 20

c) 36 nizw 35

d) 53 NIZW 52 o s

Zad. 10. Podaj 3 rézne utamki sgsiadujace z lewej z
danym utamkiem w trzech wybranych rzedach F.,.

Zad. 11. Podaj 3 rézne utamki sgsiadujgce z prawej z
danym utamkiem w trzech wybranych rzedach F,.

Zad. 12. Narysuj (na odwrocie tej kartki) rozbtysk
Fareya w pierwszej ¢wiartce uktadu wspotrzednych dla
podanych n.



KONKURS MATEMATYCZNY KOMA 2023

ajn=1
b)n=2
A
c)n=3
d)n=5
A

FINAL — JUNIORZY

Zad. 13. Wpisz TAK lub NIE w zaleznosci od tego, czy
podane zdanie jest prawdziwe, czy fatszywe.

a) Utamki Fareya rzedu n zawierajg utamki
rzedun-12. .

b) Wsréd utamkow Fareya nie ma liczb, ktérych
licznik i mianownik sg parzyste. ...

¢) Wsrdd utamkow Fareya nie ma liczb, ktorych
licznik i mianownik sg nieparzyste. ...

d) Poza utamkami Fareya z poprzedniego rzedu w
rzedzie n pojawia sie tyle nowych utamkow, ile
wynosi wartos$¢ funkcji Euleradlan. ...

e) Srodkowy wyraz ciggu utamkéw Fareya
rzedu n jest taki sam dla wszystkichn. ...

f) Pierwszy i ostatni utamek Fareya rzedu n > 1
sg takie same jak w poprzednich rzedach.

g) Aby dosta¢ mediant dwdch sasiednich utamkow
Fareya, dodaje sie je tak, jak zwykte utamki.

h) Réznica liczb utamkéw Fareya w rzedach nin-1
jest taka jak ilos¢ liczb wzglednie pierwszych z n. ...........

i) Utamki Fareya lezace w tych samych odlegtos-
ciach od srodka rzedu sumujg sie do 1.

j) Kazdy mediant lezy doktadnie w potowie miedzy
utamkami, z ktérych powstat. ...

Zad. 14. Uzupetnij luki w zdaniach.

a) Utamki Fareya lezgce w jednakowych odlegtosciach

b)ledlia/bic/dsg........u.......... utamkami Fareya,
10 b:Cc—0-d JEST TOWNE ..ottt
c) Jesdli a/b i c/d sq sgsiednimi utamkami Fareya, to ich

dodatnia réznica jest odwrotnoscig .......cccceveeveveereeeeeeeneene.

d) Jesli a/b i c/d sg sasiednimi utamkami Fareya, to
jako ................. pojawi sie miedzy nimi utamek ........

w rzedzie ..............
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Zad. 1. Zapisz utamek w postaci nieskracalne;j.

a) 4/6

b) 22/33

c) 3/114

d) 28/70

Zad. 2. Podkresl utamki nieskracalne.

12/100 15/51 13/33 24/25 99/100 27/66

Zad. 3. W kazdej parze podkresl wiekszy utamek.

a) 3/14 i 3/15
b) 6/7 i 7/8
c) 14/70 i 1/3
d) 1/2 i 123/234

Zad. 4. Podaj liczby naturalne mniejsze od 15 i
wzglednie pierwsze z 15.

Zad. 5. lle jest liczb naturalnych mniejszych od n
i wzglednie pierwszych z n dla:
a) n=3

b) n=5

c) n=12 s
d) n=15
Zad. 6. Zapisz ciggi Fareya rzedu:

)L e e

D)2

C) 3 e

FINAt — MtODZICY

SZKOtA: i,

Zad. 7. lle jest utamkdéw w ciggu Fareya rzedu n dla:

Zad. 8. O ile wiecej utamkéw Fareya jest w rzedzie:
a) 19 nizw 18
b) 21 niz w 20
C) 36 NIZW 35 et et e
d) 43 niz w 42

Zad. 9. Podaj 3 rézne utamki sasiadujace z lewej z
danym utamkiem w trzech wybranych rzedach Fn.

Zad. 10. Podaj 3 rézne utamki sgsiadujace z prawej z
danym utamkiem w trzech wybranych rzedach Fn.

Zad. 11. Uzupetnij luki w zdaniach.

3/8i2/5 sasiadujg po raz pierwszy w rzedzie .................

utamkéw Fareya. Po odjeciu mniejszego od wiekszego

otrzymamy .............. Pierwszy utamek, jaki pojawia sie
miedzy Nimi WYNOSi .......ccceeevecvvennne i po raz pierwszy
znajdziemy go W rzedzi€ .......cccoeevevvevveveeernennn.

Zad. 12. Narysuj na odwrocie rozbtysk Fareya
w pierwszej ¢wiartce uktadu wspotrzednych.
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a)jn=1

Y

b)

n

> ||

\ 4

d)

FINAt — MtODZICY

Zad. 13. Wpisz TAK lub NIE w zaleznosci od tego, czy
podane zdanie jest prawdziwe, czy fatszywe.

a) Wszystkie utamki Fareya poprzedniego rzedu
pojawiajg sie w nastepnym rzedzie. = ...

b) Wsréd utamkow Fareya nie ma liczb, ktérych
licznik i mianownik sg parzyste. ...

¢) Wsrdd utamkow Fareya nie ma liczb, ktorych
licznik i mianownik sg nieparzyste. ...

d) Utamki Fareya rzedu 6 zawierajg wszystkie
utamkirzedu5oraz1/6i5/6. ...

e) Srodkowy wyraz ciagu utamkdéw Fareya jest
zawsze rowny 1/2. L

f) Pierwszy i ostatni utamek Fareya w kazdym
rzedzie sg takie same jak w rzedzie poprzednim. .........

g) Drugi i przedostatni utamek Fareya w kazdym
rzedzie sumujgsiedo1. ...

h) Utamki Fareya lezgce w tych samych odlegtos-
ciach od srodka rzedu majg jednakowe liczniki. ............

i) Aby z sgsiednich utamkoéw Fareya otrzymac utamek,
ktéry w nastepnym rzedzie pojawi sie miedzy nimi,
dodaje sie ich liczniki i wpisuje do licznika nowego
utamka oraz dodaje sie ich mianowniki i wpisuje do
mianownika nowego utamka.

j) Kazdy mediant lezy doktadnie w potowie
miedzy utamkami, z ktérych powstat. ...

Zad. 14. Dokoncz zdania.
Jesli a/b i c/d sq sasiednimi utamkami Fareya, to:

a) b-c—a-d wynosi

b) po odjeciu mniejszego od wiekszego z nich
otrzymamy

¢) nowy utamek pojawi sie miedzy nimi w rzedzie

0 numerze

d) utamek, ktdry pojawi sie miedzy nimi jako pierwszy,

bedzie wynosit



