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Zad. 1. O punktach M=(12, 4), N=(14, 8), P=(2, 14), Q=(2, 4) wiadomo, Ze nalezg kolejno do bokow AB, BC,
CD i DA kwadratu ABCD. Oblicz pole tego kwadratu.

Zad. 2. Jakie jest prawdopodobienstwo, ze trzy wybrane losowo wierzchotki 60-kata foremnego utworza
trojkat ostrokatny?

Zad. 3. W przestrzeni dane sg punkty 4, B, C, D takie, ze |4B|=|BC|=|CD|=1, |44BC|=|4BCD| = 120°,

a kat miedzy wektorami AB i CD wynosi 60°. Ile wynosi dlugo$¢ AD?

Zad. 4. lle par (x, y) liczb catkowitych nieujemnych spetia rownanie 3-2* + 1 = y??

Zad. 5. Liczbe 12 mozna roztozy¢ na iloczyn trzech czynnikéw na 18 sposobow (rozr6zniamy rozktady
roznigce si¢ kolejnoscig czynnikoéw, np. 1-1-12 i 1-12-1 oraz 2-2-3 1 2-3-2). Na ile sposobéw mozna zapisa¢ 10!

jako iloczyn trzech czynnikow?

Zad. 6. W trojkacie ABC wysokos$¢ poprowadzona z wierzchotka C jest rowna potowie dtugosci podstawy AB.
Jaka najwigksza miar¢ moze mie¢ kat C?

Zad. 7. Cyfry kolejnych liczb dwucyfrowych od 19 do 92 zapisano jedna za drugg otrzymujac liczbe
192021222324...909192. Wyznacz najwickszg potege liczby 3, ktora dzieli tak otrzymang liczbe.

Zad. 8. Rozstrzygnij, czy czworo$cian foremny ma przekrdj bedacy kwadratem.

Zad. 9. Wykaz, ze suma cos 5° + cos 77° + cos 149° + cos 221° + cos 293° rowna jest 0.
Zad. 10. Uzasadnij, ze kazda liczba postaci n>+n+1 (dla catkowitych n>1) jest zlozona.

Zad. 11. Niech X, y, z beda liczbami dodatnimi. Pokaz, ze jesli X°, y?, z* tworza ciag arytmetyczny,
X+Y+Z X+y+Z X+y+z

to liczby , , rowniez.
X+Y X+1z y+12

Zad. 12. Wykaz, ze w kazdym réwnolegloboku suma kwadratow dtugosci przekatnych jest rowna sumie
kwadratow dhugosci bokow.



D 6 i fundacja Poznanska
@ BEZROTYNY %ﬁ@ Uniwersytet I”' e N Fardaca
, 5@" Wroctawski wroctawskich Matematyczna
UNIWERSYTET GDANSKI

SZKICE ROZWIAZAN

1. Narysujmy odcinek MP oraz odcinek NS przecinajacy MP pod katem prostym i spelniajacy [NS|
= |[MP|. Wéwczas S musi naleze¢ do prostej zawierajacej bok AD. Uzywajac do obliczen
wektorow, uzyskujemy S = (4, -2). Oznacza to, ze prosta AD (przechodzaca przez Q i S) ma
réwnanie y = -3x + 10. Odlegtosé N od tej prostej wynosi 4V10 i rowna jest dugosci boku
kwadratu ABCD. Pole kwadratu wynosi wigc 160.

-5

2.  Wszystkich mozliwych trojkatow jest [?j . Opiszmy okrag na wielokacie i ustalmy jedng z 30

gtownych przekatnych tj. $rednic (ozn. AA’). Dla niej istnieje 58 trojkatow prostokatnych na niej
opartych, zatem wszystkich trojkatow prostokatnych jest 30-58. Z kolei jest [ZQJ trojkatow rozwartokatnych, ktore zawieraja
2

wierzchotek A i lezg wszystkie po tej samej stronie AA’. Wszystkich trojkatéw rozwartokatnych jest wige 60- (29] .
2

Pozostale sg ostrokgtne. Odpowiedz to 1 — o9 — Plsg="/c.
3. Rozwazmy uklad wspétrzednych XYZ taki, ze A=(-1, 0, 0), B=(0, 0, 0), C=(*/,, V3/2, 0). Niech D=(x, y, 2).

- - - -
Z warunkow zadania otrzymujemy cos120° = CB «CD =-(¥,) (x-'/,) — V3/2 (yj3/2), c0s60° = AB -CD = (x-/,) oraz
1=|CDP = (x-'1)% + (y—"%,)* + 2. Stad mamy X =1, y = 2'%/5, 72 = %5, a to pozwala obliczy¢ |AD|=6.

4. Sprawdzamy, ze gdy x=0, rozwigzaniem jest (0, 2).
Niech x>1. Zapisujemy réwnanie w postaci 3-2* = (y+1) (y—1). Stad y—1 = 2" lub y+1 = 2" (m >0).
W pierwszym przypadku mamy rowno$¢ 3-2" -2 = 2",
Dla x = m otrzymujemy 3 — 2 =2", m =0 i X = 0. Sprzeczno$¢.
Dlax >m mamy: 3-2° ™! —1=2"" Taka réowno$é jest mozliwa tylko dla x—m—1=0i 2™ =2, tj. dlam=2,x=3iy=5.
W drugim przypadku mamy 3-2*"" + 2 = 2", i postepujac analogicznie jak wyzej znajdujemy pare (4, 7).
Pary (X, y) spelniajacych rownanie sg wicce trzy: (0, 2), (3, 5)i (4, 7).

5.  Mamy rozkfad na czynniki pierwsze 10! = 2%.3%5%.7. Zajmijmy si¢ najpierw dwojkami. Na ile sposoboéw mozemy rozstawié
10
2
miejsc na separatory daje rozktad dwojek do czynnikow. Z kazdym czynnikiem robimy to samo niezaleznie. Jesli czynnik
n+2

2

osiem dwojek do trzech czynnikow? Na ( J , bo to jakby mie¢ osiem dwojek i 2 separatory, czyli 10 elementow. Wybor

pierwszy wystepuje w potedze n, to mozna go roztozy¢ na czynniki na [ j sposoby. Zatem mozliwych sposobow

10) (6) (4) (3
zapisania 10! jako iloczynu trzech czynnikéw jest ( ) J . (2} . [ZJ [ZJ =2.3°.5% = 12 150.

6. Rysujemy rownoleglta do AB przechodzacg przez C i okrag o $rednicy AB. Niech C, <E
bedzie punktem wspdlnym rownolegtej i okregu. Jesli C # Co, to przynajmniej jeden z
odcinkow (AC lub BC) przecina okrag. Zal6zmy, ze jest to BC, a punkt przecigcia
oznaczmy E. Kat AEB jest prosty, stad |£ACB| + |£CAE| =90°. W konsekwencji |4 ACB|
< 90°. Poniewaz kat ACyB jest prosty, najwicksza miarg kata C jest 90°.

A
7. Sumg cyfr tej liczby mozna zapisa¢ jako 1+9+20 (0+1+2+...4+9)+ 30
(0+1+2+...49)+...+80 (0+1+2+...+9)+3-9+3. Poniewaz 0+1+...+9 = 45, to powyzsza sume¢ mozna zapisac jako
(142+...+8)-10+7-45+27+3 = 9-(40+35+3)+3.
Stad wniosek, ze 3" jest najwigksza potega liczby 3, ktora dzieli liczbe okreslona w zadaniu.

8. Czworo$cian ABCD jest foremny. Niech punkty P, Q, R, S oznaczaja odpowiednio $rodki krawedzi AD, BD, BC i AC.
Czworokat PQRS nie jest zwichrowany, tzn. jego wierzchotki leza w jednej ptaszezyznie (bo PQ i RS sg rownolegte, bo oba
sg rownolegle do AB, a proste rownolegte wyznaczajg ptaszczyzng). Analogicznie PS i QR sg réwnoleglte. Czworokat jest
wigc rownoleglobokiem, a nawet rombem (jego boki to linie srodkowe w przystajacych trojkatach rownobocznych).
Sasiednie boki tego rombu sg prostopadte, bo PQ||AB i PS||CD oraz ABLCD, bo krawedZ CD lezy w ptaszczyznie
prostopadtej do krawedzi AB przechodzacej przez srodek AB, a prosta jest prostopadia do kazdej prostej zawartej
w plaszczyznie don prostopadtej. (Nalezy odjac 2 punkty, jesli explicite nie pokaza ptaskosci PQRS).
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Umieszczamy piec jednostkowych wektoréw w uktadzie wspotrzednych w taki sposob, ze maja
wspolny poczatek w punkcie O, a katy miedzy osig OX i poszczegdlnymi wektorami sg rowne
odpowiednio: 5°, 77°, 149°, 221° i 293°. Suma tych wektoréw jest wektorem zerowym (po obrocie
catego uktadu o 72° suma z zadania nie ulega zmianie, a to jest mozliwe tylko dla wektora
zerowego). To oznacza, ze poszukiwana suma jest rowna 0, gdyz mozna jg traktowac jak sume
dhugosci rzutéw wektoréw na o§ OX.

Mamy n® + n+ 1 = n° —n? + n? + n+ 1 = n?(n*-1) + (n° + n+ 1) = (n?+n+1) (n>-n’+1).
Ponadto jesli n>1, to oba czynniki sa wigksze niz 1.
(Za brak ostatniej uwagi odejmujemy 5 pkt.)

2 2
Z j—
Oznaczmy kolejne wyrazy badanego ciagu przez A, B, C. Mamy B-A = (X+y+2) X+ y)(x+ )z/)(y 1)
y2 _ 2
orazCB=(X+Y+2) , co wobec zatozenia 7—y* = y*-x* daje teze.
(X+y)(x+2)(y+2)

- - -

- — > - - > -
W réwnolegtoboku ABCD oznaczmy a =AB i b = AD . Wowczas AC= a+b i BD= b-a.

I SN 52 52
Teraz |AC/*+BD*=| a+b | +|b—a| =...=2a +2b =2|ABF+2]|ADJ.



