ZSM 2025 — LICZBY ZESPOLONE I TRYGONOMETRIA

1. Symbol 7 nazywamy jednostka urojona; spetnia on warunek ¢ - ¢ = —1. Dowolne wyrazenie
postaci
w=a-+1i-b, gdzie a,beR

nazywamy liczba zespolona. Kazdej liczbie zespolonej w odpowiada punkt (a,b) w prostokatnym
uktadzie wspolrzednych. W szczegolnosci jednostke urojona mozna utozsamia¢ z punktem (0, 1).

Obserwacja. Mnozenie liczby zespolonej (punktu na plaszczyznie) z przez jednostke i geome-
. . . . 7T . .
trycznie mozna interpretowaé jako obrot wokot punktu (0,0) o kat 90° = 5 W kierunku dodatnim

(przeciwnym do ruchu wskazowek zegara).
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A=(-1,2)
(=1+2i)-i=-2—1i
/\ czyli A-1=B
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B=(-2-1)

Cwiczenie. Mnozenie przez jaka liczbe zespolona odpowiada obrotowi o kat 45° = — (wokot

(0,0) w kierunku dodatnim)?

T
4

Odpowiedz: z = cos% 4+ -sin %; tatwo bowiem sprawdzi¢, ze 2z - z = 1, czyli dwa identyczne
obroty o kat 45° sktadaja sie na jeden obrot o kat 90° (analogicznie jak dwa obroty o kat 90° kazdy,
daje w efekcie obrot o kgt 180°, czyli 12 = —1.

2. Zachodzi og6lna prawidtowosé: mnozenie przez liczbe zespolona postaci
w=cosa+1-sinw

odpowiada obrotowi o kat a.

Twierdzenie (wzor de Moivre’a). Dla dowolnej liczby rzeczywistej « oraz dowolnej liczby
catkowitej m zachodzi réwnos¢:

(cosa+i-sina)™ = cos(ma) + i - sin(ma). (WdM)

Geometrycznie wzor ten oznacza tyle, ze zlozenie m obrotéw o ustalony kat a jest obrotem o
kat ma. Jesli m < 0, to obrot wykonujemy w kierunku ujemnym (czyli zgodnie ze wskazowkami
typowego zegara).

3. Przyktlady.



A. Sprawdzimy (WdM) dla m = 2. Potrzebna bedzie znajomos$¢ wzoru na sinus oraz cosinus

A,

podwojonego argumentu:

2 2

sin(2a) = 2sin v cos a, cos(2a) = cos” a — sin” .

Niech a bedzie dowolnym ustalonym katem i przyjmijmy w = cosa + 7 - sin . Wtedy
w? = (cosa +i-sina)? = cos® a — sin® a 4 2i sin o cos a = cos(2a) + i sin(2a)
i wzor de Moivre’a ,dziala”.

W analogiczny sposob mozna wyprowadzaé¢ wzory na sinus/cosinus wielokrotnosci danego
kata. Przyktadowo zobaczmy przypadek m = 3. Mamy
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w® = (cosa+i-sina)® =cos’a +3cos’a-isina+ 3cosa - i’

sin?a + 3 sin® o =

= cos’ « —3cosasin2q+i(gos2asina—sin?’q).

-~ -~

=cos(3a) =sin(3a)

. Za pomocg wzoru na sume kolejnych wyrazéow ciggu geometrycznego:

n+1_1
1—|—w—|—w2—|—...+w":w71 dla w # 1

mozna wyprowadzi¢ wzor na sume kolejnych krotnosci funkeji sinus (lub cosinus). Jesli chcemy

obliczy¢ warto$¢ sumy
sin a + sin(2«) + sin(3a) + . .. + sin(20a),

to przyjmujac w = cos « + ¢ - sin o rozwazamy sume

IH+w4w’+. . .+w? = 14cos atcos(2a)+. . +cos(20a)+i( sin a+sin(2a)+sin(3a)+. . .+sin(20a)).

Z wlasnosci ciagu geometrycznego jest ona jednoczesnie rowna (dla oo # 2km, k € Z, aby bylo

w# 1)
l+w+w +.. . 4w = wh -1 008(210‘)_14'2'““(210‘)‘
w—1 cosa — 1 +sina

Pozostaje usuna¢ symbol i z mianownika (uzywajac wzoru na roznice kwadratow — podobnie
jak usuwa sie z utamkow niewymiernosci kwadratowe). Wtedy cze$¢ rzeczywista oraz czesé
urojona otrzymanego wyrazenia to odpowiednio suma cosinusé6w oraz sinusow kolejnych wie-
lokrotnosci kata .

Zauwazmy jeszcze, ze dla dowolnego kata «, jezeli w = cos« + sin «, to takze

1 . -
— = cos(—a) + i -sin(—a) = cos @ — isin a.
z
Oznacza to, ze
z+1 , z—1
cosa = oraz sina =

2 21



Rownosci te pozwalaja na do$¢ mechaniczne wyprowadzanie réznych zalezno$ci trygonome-
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trycznych. Przyktadowo: chcac przedstawi¢ wyrazenie cos® asin @ w postaci sumy pewnych

funkcji trygonometrycznych (w potedze 1), mozemy postapi¢ jak nizej.
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1
= 3 sin(4a) + 1 sin(2a).

4. Gdy wiemy, ze mnozenie dwoch liczb zespolonych odpowiada geometrycznie sumowaniu

dwoch katow (zwiazanych z danymi liczbami), nietrudno zobaczy¢, ze dzielenie pary liczb zespolo-
nych bedzie algebraicznym odpowiednikiem odejmowania danych katow. Doktadniej, gdy

z =cosa+isina oraz w = cos 8+ isin f,
to mamy
2
zw = cos(a + B) +isin(aw + ) 1jednoczesnie — = cos(a — ) + isin(a — ).
w

Warto tez uswiadomié sobie, ze jesli na plaszczyznie dany punkt P = (a,b) jest odlegty od (0, 0)
o wartos$¢ inna niz 1, to mnozenie przez liczbe zespolona z = a + i - b jest zlozeniem obrotu (o kat
wyznaczony przez dodatnia czesé osi Ox oraz polprosta OP7) i jednoktadnosci o srodku w (0,0) i
skali rownej © = v/a2 + b% (czyli takiej jak dtugosé odcinka OP).

Cwiczenie. Trzy jednakowe kwadraty ustawiono obok siebie jak na rysunku. Niech o =
/AOD, = /BOD,~=/ZCOD.
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/
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Ile wynosi miara kata o + 3 + 7

Odpowiedz. Wprowadzamy uktad wspolrzednych tak, aby O = (0,0) oraz A = (3,1), B =
(2,1) i C = (1,1). Wtedy punkty te utozsamiamy z liczbami zespolonymi A =3+ i, B =2+1
oraz C' =1+ 4. Iloczyn tych liczb bedzie odpowiadal obrotowi (i by¢ moze jakiej$ jednokladnosci)
o kat o+ B + . Mamy

ABC =@B+)2+i)(1+i)=0B+9)2+3i—1)=B+i)(1+3i) =3+9i+i—3=10i.

Otrzymana warto$¢ daje punkt (0,10), ktory odpowiada geometrycznie obrotowi o kat 90° (i jed-
noktadnosé¢ o skali 10), stad o + 5+ v = 90°.

. ) ) 3¢ .. 37 T .. T o
Zadanie. Rozwazamy liczby w = cos — +7sin — oraz z = cos — + ¢ sin 3 Obliczajac wz oraz

5 5 13 13
% podac¢ doktadne wartosci dla sin 1—72T, coS 1—72T, sin 1—;, cos 1—;



ZSM 2025 — DO TESTU KONCOWEGO

Zadanie 1.
Mnozac liczby zespolone z = 2 + 2i oraz w = /3 — i wyznaczy¢ doktadna wartosé cos 17T—2
Rozwigzanie. Poniewaz
z=2V2 (cos% + 7 sin %) zaS w =2 (cos (—%) + 7 sin (—%)) ,
to 2w = 4v/2 (cos% + isin %) Z drugiej strony zw = (2+2i) (V3 — i) = 2v3+2+i (2V3 - 2).
T 2v/2+2 VE+V2

Stad odpowiedz: COSE = VG = 1

Zadanie 2. 9 -
Wiedzac, ze sin p = 3 oraz 5 < ¢ < 7 oblicz (uzywajac liczb zespolonych) wartosé¢ cos(3¢).

22 5
Rozwigzanie. Niech z = sin ¢+ cos ¢. Poniewaz ¢ € (g, 7r>, tocosp = —1/1 — 3= —%.
Wtedy
2 )
cos(3p) +isin(3p) = (cos ¢ + isinp)® = 2* = <§ — z%)
2\° 2 NAYIE R
Odpowiedz: cos(3yp) = (g) +3- 3" <—z?> =3~ 9 = 5
Zadanie 3.
W kazda kratke pomiedzy wyrazeniami staw (poprawny) znak nier6wnosci > albo <
1 1 3 4 3
a) arcsin(—é) [ arcctg (—2%0) b) arccos 3 [ Jarctg 5 c) arccos R + arcsin - [ ] g
Rozwigzanie.
1
a) Mamy arcsin(—é) < 0 < arcctg (—2%), zatem tu nalezy wpisa¢ znak [ <].
1 1 7 3 . o
b) Mamy arccosg > arccos =3 = arctg /3 > arctg 5 zatem tu nalezy wpisa¢ znak .

4 3 T
c¢) Poniewaz g < oraz dla dowolnego = € [—1, 1] mamy arcsin x + arccos x = BL to
7T

4 o3 4 40T
arccos — -+ arcsin — > arccos — + arcsin — = —.
5 T 5 5

Tu dobrym wyborem jest wiec [>].

Zadanie 4.
Wyznacz wartos¢ wyrazenia W = tg(arcsin(—2y) + arccos(2y) + arcctg (2y)), wobec warunku
2
arccosy = —-.
V=73
2 1
Rozwigzanie. Poniewaz y = cos g =3 to

W = tg(arcsin(—1) + arccos(1) + arcctg (1)) = tg (—g +0+ g) =tg (—E) =-1.



