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Chcialbym opowiedzie¢ o najtrudniejszym pojeciu matematyki.
Najtrudniejszym, choé¢ intuicyjnie prostym i uzywanym powszechnie
rowniez przez niematematykow. Chodzi o orientacje.

Lustereczko, powiedz przecie...

Zacznijmy od jednego z najbardziej znanych matematykow — chodzi

o Charlesa L. Dodgsona (1832-1898), studenta, a pdzniej profesora
Christ Church College w Oxfordzie. Oczywiscie, spiesze uspokoié¢ tych,
ktorzy nie odnajduja w swojej pamieci takiego matematyka: Charles
Dodgson nie jest znany jako matematyk i, na dodatek, nie jest znany pod
swoim nazwiskiem. To Lewis Carrol, ktérego dwie ksigzeczki — Alice’s
Adventures in Wonderland (1865) i Through the Looking Glass (1875)
— naleza do (przynajmniej europejskiego) kanonu lektur dzieciecych.
Pierwsza z nich ma ustalong polska wersje tytutu: Alicja w krainie
czarow, druga zas$ znana jest w Polsce pod réznymi tytutami, wéréd
ktérych jest i Co zobaczyla Alicja po drugiej stronie lustra?

No wtasénie — co zobaczyta? Nasuwajaca sie
odpowiedz to: zobaczyla siebie. Kazdy jednak,

kto np. probowat z pomoca lustra co$ sobie obciaé,
powiedzmy wasy albo grzywke, wie, ze napotykamy
przy takiej czynnosci pewne trudnosci i nasza
sprawno$¢ sterowania ruchami widzianych w lustrze
nozyc jest znacznie naruszona. W ogble wydaje

sie, ze trzymane w prawej rece nozyce w lustrze
trzymamy w rece lewej.

Pozwala to postawi¢ hipoteze, ze lustro zamienia
prawa i lewg strone. Kazdy zreszta chetnie poprze
ten poglad, uwazajac przy tym, ze wie to od
dziecka. Jesli jednak mamy umyst przenikliwy

i zwyczaj zadawania sobie i innym pytania
dlaczego?, natychmiast zaczniemy poszukiwaé
odpowiedzi, dlaczego akurat prawa i lewa, a nie,
powiedzmy, dét i gore.

Ufni w potege poznawcza dodwiadczen mozemy
wykonaé eksperyment: z nagta, aby kompletnie
zaskoczy¢ lustro, obréémy je o 90°. Okaze sie,

ze lustro dalej bedzie zamienialo prawa i lewa,
cho¢ teraz beda one wypadaly w tych akurat
miejscach lustra, w ktérych poprzednio znajdowaly
sie niezamieniane doét i gora.

I tak pytanie staje sie¢ powazne, jak kazde pytanie,
na ktére nie umiemy daé¢ zadowalajacej odpowiedzi.

Wtasciwa odpowiedz jest zaskakujaca: lustro nie

TO.’asne, """"AhC]a pO dmgle.] zamienia prawej i lewej. Wydaje si¢ to bzdura, choé
.Strome lust’,a Zobaczyla ! jest prawda. Zrozumienie tej prawdy jest rzecza

'-steble

trudna, bo tez nie lezy ona w optyce, ale gteboko
w strukturze uzywanych przez nas pojec¢, wlasciwie
wrecz w filozofii.



Przeszukujemy szuflady

Chodzi o to, ze uzywane przez nas pojecia pochodza ,z réznych szuflad”.
Kazdy, oczywiscie, uzna, ze prostopadtosé i postuszernstwo to pojecia o
réoznym pochodzeniu — wywodza sie one z zupelnie odmiennych kregéw
do$wiadczen. Okazuje sie jednak, ze rézne pochodzenie moga mieé
réwniez pojecia dotyczace tego samego obszaru dzialania. Dla ilustracji
przytocze trzy przyktady. Pierwszy bedzie dotyczyl etyki, drugi geografii,
a trzeci geometrii.

Przyktad Ia - dla poczatkujacych. Gdy podczas gry w pitke na
podwoérku (bo nie wszyscy maja jeszcze orliki pod bokiem) zostanie
wybita szyba, Pan Gospodarz bedzie sie staral wymusié¢ na nas
informacje, kto strzelit te ,,bramke”. Do wyboru mamy albo zachowadé
sie jak praworzadny obywatel i wskaza¢ winowajce, albo zachowaé si¢ jak
lojalny kolega i go nie wskazywaé. I zadne rozumowanie nie pomoze nam
zdecydowaé, co zrobié¢, bo prawo i kolezeristwo sa z réznych szuflad (i nie
zawsze sie zgadzaja). Nie ma wiec mozliwosci, by rozum podpowiedzial
nam w tej sytuacji, co zrobi¢ nalezy. A cokolwiek zrobimy, zawsze
obcigzymy tym swoje sumienie.

Przyktad Ib - to samo dla zaawansowanych. W okresie najwickszego
rozkwitu Starozytnych Aten dzialala grupa filozoféw nazywajacych sie
sofistami. Podstawowym kierunkiem ich dociekan bylo badanie regut
prowadzenia dyskusji.

W szczegoélnosci interesowalto ich, jak mozna wygra¢ debate niezaleznie
od tego, jakie racje si¢ glosi i jakie racje ma do przedstawienia
kontrdyskutant. Swoje przemyslenia potrafili tez zastosowa¢ praktycznie,
udzielajac (c6z tu ukrywaé — odplatnie) porad politykom, na co w
demokratycznym systemie Aten bylo duze zapotrzebowanie. Sofistg —
nalezacym do koncowego okresu ich dziatalnodci — byt Sokrates. Jego
koncowa konkluzja byla taka, ze gdy za przestanki naszego wywodu
przyjmiemy jedno stwierdzenie z zakresu prawa naturalnego, a drugie
stwierdzenie z zakresu prawa moralnego, wéwczas bedziemy mogli
uzasadni¢ zupetnie dowolng teze. Na przyktad, jesli w debacie bedziemy
powolywaé sie z jednej strony na wolny rynek i konkurencje, a z drugiej
na solidarno$¢ miedzyludzka i mitos¢ blizniego, uda sie nam bez trudu
uzasadnié¢ wszystko, co tylko si¢ komu zamarzy. Mozna to zreszta
zaobserwowaé w dyskusjach naszych dzisiejszych politykéw. Nie byliby
oni jednak zadowoleni z powyzszego stwierdzenia. Niezadowoleni byli tez
politycy wspolczesnych Sokratesowi Aten, wiec oskarzyli go o bezboznosé
i skazali na Smieré, kazac mu wypié kielich cykuty, co tez uczynit.

Przyktlad II. Dla okreslenia swojego polozenia na kuli ziemskiej
zeglarz musi stwierdzi¢, na jakiej szerokosci i dlugoéci geograficznej

sie znajduje. Szeroko$¢ geograficzna w pogodna noc daje si¢ tatwo
okresli¢ — jest to bowiem pojecie przyrodnicze: wystarczy stwierdzic,
jaki kat z poziomem tworzy kierunek ku Gwiezdzie Polarnej. Ten kat to
wlasdnie szerokos¢ geograficzna na naszej pétkuli. Nie istnieje natomiast
doswiadczenie przyrodnicze pozwalajace okredlié dtugosé geograficzna.
Juz sam potudnik zerowy jest ustalany umownie — do pierwszej wojny
Swiatowej byly zreszta trzy takie umowy: brytyjska — z potudnikiem
zerowym przechodzacym przez londynskie przedmiescie Greenwich,
francuska — z zerowym poludnikiem przez Paryz (mam nawet globus z
tak zaznaczonym poludnikiem zerowym) i hiszpanska — przez Kadyks.
Dzi§ powszechnie przyjmuje sie te pierwsza umowe.
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Jaki potudnik uznano za zerowy na tej mapie ? (x! — patrz Jeszcze odrobina komentarzy, str. 16)

Do okreslenia dlugosci geograficznej (nawet przez GPS!) potrzebna jest
znajomosé réznicy czasu astronomicznego (np. kiedy jest poludnie)
miedzy nami a potudnikiem zerowym — ta réznica czasu w godzinach
pomnozona przez 15 daje dlugos$é geograficzna w stopniach (wschodnia,
jesli nasz zegar jest szybszy od londynskiego, i zachodnia, gdy jest
wolniejszy). W czasach, gdy nie bylo dostatecznie dokladnych zegaréw,
ktopoty z ustalaniem dtugoéci geograficznej byty bardzo powazne
(postugiwano sie tzw. tablicami astronomicznych efemeryd). Stad w
XVII wieku admiralicje Anglii i Holandii, posiadajacych najwieksze floty,
ufundowaty wielka nagrode za skonstruowanie morskiego chronometru,
co nie udalo si¢ mimo staran ani Galileuszowi, ani Huygensowi. Dopiero
John Harrison (1705 r.) taki chronometr skonstruowal i ten przy
niewielkich zmianach dotrwal do pojawienia sie radia. Inna rzecz,

ze Harrison musial przez okragle 30 lat procesowac si¢ ze skapymi
admiratami, zanim nagrode mu wyptacono.

Przyktad III. Jesli chcemy opisaé rozwartos¢ jakiego$ kata, wystarczy
podad, jaka cze$é¢ (wlasciwa lub nie) kata pelnego on stanowi. Rozwartosé
kata pelnego mozemy opisaé¢ na rézne sposoby: a to, ze jest to 360°, a to,
ze 27 radianéw, a to, ze 400 graduséw (jak chciala Rewolucja Francuska),
a to, ze 6 000 tysiecznych, jak chca artylerzysci i to wyznaczy rozwartosé
naszego kata.
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Tak czy owak, mozemy poinformowaé o rozwartosci kata, nie odwolujac
sie do zadnego materialnego wzorca. Ten fakt okredlamy, méwiac, ze kat
ma miare naturalng. Natomiast odcinek nie ma miary naturalnej i, aby
podaé jego dlugosé, obok podania jakiej$ liczby musimy odwotaé sie do
jakiego$ materialnego wzorca. Za czaséw mojej mtodosci byta to szyna z
dwoma nacieciami przechowywana w Sévres pod Paryzem. Dzi$ uzywa sie¢
do tego predkosci swiatta (cytuje: 1 m to odleglo$é, jakq przebywa plaska
fala elektromagnetyczna w ciggu 1/299792458 s — prosciej, prawda?).

Orientujemy Alicje

Wréémy jednak do Alicji. Sprébujmy — pamigtajac, ze mamy rézne
mozliwosci — przyjrzeé sie pochodzeniu réznych charakterystycznych
kierunkow jej ciata (wstydliwi moga, oczywiscie, przygladaé sie sobie).

Goéra i ddl sa pojeciami przyrodniczymi. Zaréwno fizyka (ciazenie), jak
wynikajaca stad anatomia (nogi u dotu, glowa u gory) wyraznie réznice
géry i dotu wyznaczaja.

Przoéd i tyl — tez sa przyrodnicze, bo kazdy z nas co$ innego ma z przodu
(np. nos) niz z tytu.

Natomiast lewa i prawa to tylko umowa, konwencja. Do dwéch strzatek
prostopadtych dobieramy trzecia — mozna to zrobi¢ na dwa réwnowazne
sposoby. Dowolno$é wida¢ w trudnosciach, jakie maja dzieci (czesto do
péznej starosci) z nauczeniem sie, gdzie jest prawo, a gdzie lewo — chodzi
o czysta umowe: tego nie mozna zrozumieé, tego trzeba sie nauczy¢ na
pamieé. A zarty w rodzaju: lewa reka to ta, gdzie kciuk jest z prawej
strony, tylko owa dowolnos¢ podkreslaja.

Do tej umowy wroécimy za chwile, ale teraz zakonczmy sprawe z lustrem.
— Lustro gory i dotu zmienié¢ nie moze. Strzatka do géry po odbiciu jest
strzatka do géry, a wiec nie zmienia sie.

— Przéd i tyt lustro, oczywiscie, zamienia: nie zwrdciliSmy na to uwagi,
ale przeciez stoimy ze swoim odbiciem nos w nos — jesli, na przyktad,
mieliémy nos wskazujacy (jak kompas) péinoc, to w lustrze nos wskazuje
potudnie. Zatem strzalka skierowana do lustra zmienia sie na strzatke
skierowang od lustra.

— Prawej i lewej lustro nie zmienia: przeciez reka z zegarkiem jest z tej
samej strony, co byla, to my zmieniamy jej nazwe!

I tu pojawia si¢ matematyczne pojecie orientacji. Jest to kolejnosé
wzajemnie prostopadlych strzalek. Wybér tej kolejnosci to orientacja
przestrzeni. I tu zdumiewajacy fakt: zaréwno w jedno-, jak w dwu-,

tréj- 1 wiecejwymiarowej przestrzeni jest tyle samo orientacji — dwie.
Czyli w dowolnie wymiarowej przestrzeni kazdy zestaw maksymalne;
liczby wzajemnie prostopadtych strzalek z ustalona kolejnoscia daje

sie przemiesci¢ tak, ze sie nalozy na jeden z ustalonych dwu takich
zestawow. Utarlo sie, ze o jednej orientacji méwimy dodatnia, a o drugiej
— ujemna. W przestrzeni tréjwymiarowej funkcjonuja tez techniczne
nazwy: prawoskretna i lewoskretna.

Matematycznie obie orientacje sa réwnowazne. Ale w szkole — gdzie
wszystko musi by¢ jednoznacznie zadekretowane — ustalono, by

nazywad je niejako geograficznie: dodatnia (prawoskretna) orientacja to
wschéd-pdéinoc-gora, na ptaszezyznie wschdéd-potnoc i na prostej wschod.
Ale nic by sie nie zmienito, gdyby$my sie uméwili odwrotnie.



Uzywajac jednak tej terminologii w przypadku Alicji, stwierdzamy, ze
dodatnia jest np. orientacja nogi-nos-prawa reka (jak tez nos-prawa
reka-nogi, nos-nogi-lewa reka itd.), a orientacja np. nos-nogi-prawa reka

jest ujemna.

Zorientowawszy sie juz, jak zorientowa¢ Alicje dodatnio, a jak ujemnie,
mozemy zadaé sobie pytanie, czy wszystko da sie zorientowaé. A
dokladniej, czy dany obiekt ma w sobie zakodowana orientacje, czy
dopiero trzeba ja do niego sztucznie dokleic.

Kuli tiie mozna postawié do
'gory nogami nie tylko dlatego,
»2ejm‘e ma ona nég

Ale odpowiedZ na pytanie, czy dana figura

niesie na sobie orientacje, czy tez nie, nie zawsze
jest taka latwa. Na przyktad, jak stwierdzié,

czy mozna odrézni¢ narysowany obok ,zegar”

od jego lustrzanego odbicia? Jest to obrazek
dwuwymiarowy, wiec ma tylko goére i dét oraz lewa
i prawa strone. Gdyby sie wiec udalo obroécié go w
ten sposob, by jego prawa strona byla taka sama,
jak lewa, to znaczyloby, ze nie da sie go odréznié
od jego odbicia w lustrze. Ale to mozna przeciez
powiedzie¢ tak: obrazek jest nie do odréznienia od
swojego odbicia w lustrze, gdy mozna tak zlozy¢
papier, na ktérym jest narysowany, by rysunek
doktadnie natozyt sie sam na siebie.

Obrazek poucza nas, ze kula nie niesie na sobie
zadnej orientacji, w lustrze wyglada tak samo jak
przed nim. A préby odpowiedzenia na pytanie,
czy kosmonauci sa do géry nogami, czy tez nie,
maja sens dopiero, gdy jakos$ te kule orientacja
obdarzymy, np. zamieniajac ja na globus i
upierajac sie, ze to my — mieszkancy poétkuli
polnocnej jestedmy gora, a mieszkancy Australii
chodza do goéry nogami.




W dawnych czasach (a gdzieniegdzie pewnie i
dzis) zabawiano sie w ,kleksografie”. Malowano
brudzacymi farbami obrazek, po czym papier
sktadano na pét i wtedy powstawal obrazek
niedajacy sie odrdznié¢ od swego odbicia w lustrze.

Ale wroémy do naszego zegara. Nietrudno
zauwazy¢ (lub wyprébowaé wszystkie mozliwosci —
jest ich nie wiecej niz 12), ze takie zlozenie papieru
z narysowanym naszym zegarem, w ktérym biale
kélka trafiaja na biale, a czarne na czarne, nie
udaje sie. Nasz zegar ma zatem wpisana w siebie
orientacje.

A oto pytanie dla ciekawych Czytelnikéw: ile co
najmniej ,,godzin” musi mie¢ zegar, by mozna bylo
te godziny tak pomalowaé dwoma kolorami, by
dawal si¢ odrdéznié od swojego odbicia w lustrze,
by miat na sobie orientacje?

OOOOOOO

Jak mozna zauwazy¢, pieé ,godzin” nie wystarcza.
WidzieliSmy tez, ze mozna tak pomalowaé godziny
na dwunastogodzinnym zegarze, by dal sie odréznié
od swego odbicia. Ale jak jest dla zegara szescio-,
siedmio-, .. .jedenastogodzinnego? (x?).

A czy kostka do gry niesie na sobie orientacje?
Kapelusznik twierdzi, ze istnieja réznie
zorientowane kostki. Sprébujmy uzasadnié, ze ma
racje. Oczywiscie bedzie nas interesowalto tylko to,
ile jest oczek na tej czy innej Scianie kostki, a nie
to, jak sa na niej rozmieszczone.

Kazda kostke mozemy polozy¢ na stole tak, by

u gbéry byta szostka. Jasne. U dotu zatem bedzie
jedynka (suma oczek na przeciwleglych Sciankach
kostki jest zawsze réwna 7 — to kazdy wie). A

teraz kazda z lezacych na stole kostek obréémy —
nie podnoszac ze stotu — tak, aby z przodu byta
piatka (a wiec z tylu beda wszedzie dwdjki). I teraz
wiemy, ze na bokach kostek sa czwérki i trojki — ale
mozliwosci sa dwie: albo czwérka z lewej (a tréjka
z prawej), albo odwrotnie. Czyli rzeczywiscie sa
doktadnie dwie, odmiennie zorientowane, kostki do
gry. A czy wszystkie kostki, jakie macie w domu, sa
zorientowane tak samo?

To zadanie prowadzi na kolejnych pytan. Malujemy dwoma kolorami
wierzcholki szeScianu. Czy beda wsrod tak pomalowanych szesciandéw
takie, ktére niosa orientacje, a jesli tak, to ile? (x?).



A co na to przyroda?
W technice pojecie orientacji ma ogromne
znaczenie, choéby sruby bywaja prawo i lewo
skretne, podobnie jak odmienna orientacje maja
nasze buty (przeciez lewy jest lustrzanym odbiciem
prawego). Ale o ile buty zazwyczaj sprawiedliwie
— po polowie — dziela sie na prawe i lewe, to ze
srubami juz tak nie jest: prawoskretnych jest o
wiele, wiele wiecej niz lewoskretnych, choé nie
wida¢ powodu, by tak byé¢ mialo.

A jak do sprawy ,podchodzi” przyroda? Czy jest wobec tych
rownoprawnych mozliwosci sprawiedliwa. OdpowiedZ brzmi — nie. Sprawa
ma jednak rézne oblicza.

Zacznijmy od siebie — bylo takie haslo wyborcze: serce masz po lewej
stronie, a po prawej masz wgtrobe. 1 przewaznie istotnie tak jest. Skad
biora sie takie nieregularnosci?

Nieréwnoprawno$¢ w wyborze orientacji przez
przyrode dostrzezono dawno. Najbardziej
oczywistym przyktadem sg muszle limakow —
rzeczywiscie przyttaczajaca wiekszos¢ z nich
odpowiada orientacji prawoskretnej. Od pot wieku
objasnia sie to tak: jakakolwiek nieréwnomierno$é
wzrostu muszli — z jednej strony troszeczke szybciej
niz z drugiej — powoduje jej ksztalt spiralny;
proces ten pogtebil sie podczas uptywu pokolen,
bo odchylenia sie genetycznie przekazywaly, a w
wyniku ewolucyjnej konkurencji jedna z orientacji
stata sie dominujaca.

zwiazane
w ptaszezyznie
[ i upakowane

Odkrycie helisy DNA (tez praktycznie zawsze o tej
samej orientacji) nie zmienilo pogladu na te sprawe
— po prostu jedna z orientacji wygasta.

(8)

Asymetria jest tez w chemii — tam, zamiast o orientacji, méwi si¢ o
chiralno$ci. Ztozone zwiazki organiczne maja bardzo skomplikowana
strukture przestrzenna i moga istnie¢ w wersjach o odmiennej chiralnosci
(czyli orientacji). Okazuje sie, ze ma to wielkie znaczenie, gdy zostaja
wchloniete przez zywy organizm — pozywne substancje w wersji o
odmiennej chiralnoéci niejednokrotnie staja sie truciznami.



Stad konieczno$é kontrolowania chiralnosci przy produkowaniu substancji
odzywczych czy tez zwlaszcza lekarstw. OczywiScie, nie zawsze substancja
odmienna chiralnie od mitej nam musi by¢ dla nas niemita: przyktadem
sa zapachy cytrynowy i pomaranczowy, ktére sa swymi lustrzanymi
odbiciami.

Znaczenie chiralnosci zostatlo podkreslone przyznaniem w 2001 roku
Nagrody Nobla wlasnie za chirally catalysed synthesis (chiralnosé i po
angielsku jest chiralnoscig — i podobnie sie czyta — bo to stowo pochodzi
z greki, a oznacza reke — patrz zart o kciuku). Otrzymali ja Wiliam

S. Knowles, Ryoji Nyori i K. Barry Sharpless.

Siegajac do zjawisk jeszcze bardzie podstawowych, czyli do fizyki,

tez stwierdzamy, ze jedna z orientacji jest wyrézniona. W 1820 roku
Hans Christian Oersted zauwazyt, ze gdy prad elektryczny ptynie w
przewodzie umieszczonym nad iglta magnetyczna, to ona wychyla sie i

to zawsze w te sama strone (oczywiscie zalezna od kierunku przeplywu
pradu). Wykonajcie sami takie do$wiadczenie — nawet przy stabej
bateryjce-paluszku efekt jest bardzo dobrze widoczny (x*). Do$wiadczenie
to stato sie poczatkiem badan prowadzacych do skonstruowania silnika
elektrycznego — dziata on wykorzystujac (réwniez wyrézniajaca jedna
orientacje) site Ampere’a. Jesli prad plynie wzdluz wyciagnietej lewej
reki, a sily magnetyczne przebijaja dlon od dotu, to sita Ampere’a dziata
na przewodnik w kierunku kciuka. Jakkolwiek by nie nazwaé orientacji
zwiazanej z tym zjawiskiem, jest ona we wszystkich doswiadczeniach taka
sama. Taka asymetria juz nie jest wytworem zadnej ewolucji, co mozna
bylo jakos sugerowac¢ nawet przy chemicznych zwiazkach organicznych.
Prébowano, jako wyjasnienie tego, ze z okreslonymi zjawiskami zwiazana
jest okreslona orientacja, tworzy¢ hipotetyczna teorig¢ twierdzaca, ze

w antymaterii z analogicznymi zjawiskami zwiazana byltaby orientacja
przeciwna.

Pomysty te jednak nie maja dzi§ zadnego znaczenia, gdyz sie okazalo,
ze na poziomie zjawisk kwantowych asymetria orientacji tez wystepuje,
cho¢ — zgodnie z twierdzeniem von Neumana (zwanego twierdzeniem o
parametrach ukrytych) — zjawiska kwantowe nie sa wynikiem zadnego
procesu losowego czy statystycznego wérdd obiektéw jeszcze bardziej
elementarnych.

Rytmy — szlaczek

O zadziwiajaco nieregularnym przeplataniu sie zjawisk i sytuacji, w
ktorych jaka$ orientacja jest wyrdzniona, i tych, ktore zadnej orientacji
nie wyrozniaja, mozna przekonac sie obserwujaé dyscypline znajdujaca
sie na styku matematyki i geologii, jaka jest krystalografia.

Krystalografia (jako obiekt, a nie jako zajmujaca sie nim dyscyplina) to
rytmiczne wypelnienie przestrzeni. Oczywiscie, mozna zastanawiac¢ sie
nad krystalografia przestrzeni o réznych wymiarach.

Dla wymiaru 1 chodzié¢ bedzie o rytmiczne ornamenty wstegowe. Okazuje
sie, ze tutaj pelny komplet mozliwych rytméw odkryliSmy bardzo

dawno temu. Niezwykle wazny moment w dziejach ludzkosci to przelom
neolityczny. Jest to moment, w ktéorym praludzkie stado zamienia sie w
ludzkie plemie, kiedy powstaje mowa, kiedy zaczyna si¢ ceramika. W
tych tez czasach rozwijajace sie zdobnictwo znalo juz wszystkie siedem
mozliwych rytmoéw wstegowego ornamentu.
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Gdy postuzymy sie litera R, szlaczkéw-rytméow
bedzie tylko pie¢ — trzy z wyrdzniong orientacja

i dwa bez (tu juz nie rysowalem lustrzanej kopii)
— dlaczego tylko tyle? A ile bedzie szlaczkow, gdy
uzyjemy litery A, a ile gdy C (%°)7
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Sa one pokazane obok. Rytmy te zostaly
podzielone na dwie grupy, ktore réznia sie, jesli
chodzi o orientacje. Krystalografowie méwia, ze
gorne cztery dopuszczaja enantiomorfizm — oznacza
to, ze ich lustrzane odbicie (prawo-lewo — jesteSmy
przeciez w przestrzeni jednowymiarowej) jest — jak
widaé¢ — od nich rézne. A wigc rytm pozostaje ten
sam, a szlaczek jest inny, cho¢ z tej samej czcionki
wykonany. Dolne trzy rytmy po odbiciu lustrzanym
pozostaja niezmienione. Ze wzgledu na mozliwosé
podwojenia gérnych rytmoéw czasami méwi sie, ze
rytméw jednowymiarowych jest 11.
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Rytmy — posadzka

Odkrycie wszystkich rytméw dwuwymiarowych nalezy przypisa¢ Arabom.
Niezaleznie od rozbieznosci w pogladach skrupulatnych badaczy wiekszosé
jest zdania, ze wszystkie 17 mozliwych rytméw (plaskich) mozaik mozna
znalez¢ w zabytkach wzniesionej przez Maurdw, dzisiaj hiszpanskiej,
Alhambry. To, ze faktycznie mozliwych rytméw jest 17, udowodnit
matematycznie w 1890 roku bynajmniej nie matematyk, lecz geolog,
Rosjanin, Jewgraf S. Fiodorow. Z tych 17 rytmoéw pie¢ dopuszcza
enantiomorfizm.

Na czym to polega, mozna zobaczy¢ na przykltadzie

O~ wyparkietowania plaszczyzny nieregularnymi

czworokatami. Na rysunku mamy parkiet powstaly
z kopii wyrdznionego czworokata. Obok jest
lustrzana kopia tego czworokata — kazdy zauwazy,
ze nie moze si¢ ona wkomponowaé w narysowany
parkiet, choé¢ parkiet powstaly z jej kopii bylby
w istocie (czyli enantiomorficznie) taki sam, jak
ten narysowany. Mozna wiec i tutaj powiedzieé, ze
rytméw na plaszezyznie jest 22.
Ten czworokat wyglada do$¢ niepodobnie do czworokatow, o jakich méwi
sie w szkole. Czy zostal tak specjalnie dobrany, by nadawatl sie na klepke
posadzki? No i mamy problem. Zacznijmy od tego, co kazdy wie: kopiami
dowolnego tréjkata mozna wyparkietowaé¢ plaszczyzne — np. ustawiamy
trojkat jednym bokiem poziomo, a potem postepujemy z nim wedle
rytmu z drugiego wiersza wyliczanki szlaczkéw jednowymiarowych.

Otrzymamy wypelniony pasek dowolnej dtugosci. Uktadajac pasek przy
pasku, otrzymujemy posadzke na calej plaszczyznie.



Okazuje sie, ze podobnie jest dla czworokatéw — kazdy nadaje sie na
zrobienie z jego kopii posadzki. Ale jak to uzasadni¢? Obserwacja
przyktadu, od ktérego posadzkowanie zaczeliémy, powinna poméc w
znalezieniu stosownego sposobu (a nawet Scistego algorytmu) (x%).

Z kolei od pszczdt wiemy, ze mozna zrobié posadzke z sze$ciokatdw
foremnych — kto nie wierzy rysunkowi, niech zajrzy do ula. Ale czy
foremne to jedyne sze$ciokaty nadajace sie na klepke posadzkowa? A co
z pieciokatami (x7)?

A jedli kto$ nie lubi wielokatéw, moze zadaé
pytanie, czy istnieja inne, niewielokatne klepki
posadzkowe (przypominam — caly parkiet ma by¢
wykonany z jednakowych klepek!). Oczywiscie
tak, bo przyktad wida¢ obok. Ale on jest bardzo
regularny (na przyklad jest identyczny ze swoim
odbiciem lustrzanym).

Podobno Francuzi méwig revenons a nos moutons,
co znaczy dostownie wracajmy do naszych baranow,
a w przenosni: powr6émy do tematu, czyli
orientacji. Przyktad parkietowania czworokatami
dawal posadzke niosaca na sobie orientacje.
Baranki obok (bo chyba mozna tak nazwaé
narysowane obok klepki) pokazuja, ze moga
utworzy¢ posadzke rézng od swego lustrzanego
odbicia (to te na goérze), albo tez z nim tozsama
(to te na dole). Kazdy pewnie tez spostrzeze, ze
mogg tez wyparkietowaé plaszczyzne w sposéb
nierytmiczny — jak?

A gdyby kto$ chcial zaprojektowaé caltkiem
,osobista” klepke, to czy ma szanse? Prosze
spréobowaé dizajneringu (x%). Moze daé ciekawe
rezultaty.
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Rytmy — krysztal

Napisalem, ze w przypadku jedno- i dwuwymiarowym mozna by

doliczy¢ do mozliwych rytméw ich enantiomorficzne sobowtéry, bo

z reguly tak sie nie robi. Natomiast takie doliczanie w przypadku
krystalografii tréjwymiarowej jest powszechnie stosowane. Wszystkie
rodzaje rytmicznego wypelnienia przestrzeni zostaly wyliczone we
wspomnianej juz pracy Fiodorowa, co niezaleznie zrobili tez Niemiec,
Artur M. Schonflies (w 1891 r.) i Anglik, William Barlow (w 1894 r.). Ich
liczba to 219, a z wliczeniem wersji enantiomorficznych — 230.

Gdy chodzi o krystalografie, to rozwaza sie jeszcze klasyfikacje ,klockdéw”,
ktore pozwalaja zrealizowaé wypelnienia. Interesujaca rzecza jest to, ze
choé¢ matematyka dopuszcza (w przypadku tréjwymiarowym) 32 typy
krysztalow, to geologom i chemikom do tej pory udato si¢ znalezé tylko
krysztaly realizujace 31 z tych typéw — brakuje typu oznaczanego CsCs,
co oznacza krysztal, ktéry przy obrocie o 60° ma zamienione dot i gére
(a wiec po obrocie o nastepne 60° powracaja one na poprzednie miejsca).

Nie ma natomiast problemu ze znalezieniem enantiomorficznych wersji
tego samego mineratu: znajdujac krysztaty kwarcu tzw. typu a-SiO,,
bedziemy natrafiali z bliska 1/2 czestoscia na oba enantiomorficzne typy.

Gdyby ktos natomiast chcial sam wyprodukowaé sobie cos
enantiomorficznego, to moze np. sklei¢ jeden z wieloScianéw
archimedesowych, a wiec takich, ktérych $ciany sa wielokatami
foremnymi, ale nie jednakowymi, natomiast w kazdym narozu zbiega sie
taki sam cykl wieloScianéw. Konkretnie chodzi o ten, w ktérego kazdym
narozu zbiegaja sie cztery trojkaty réwnoboczne i jeden kwadrat. Ma on
tacznie 32 Sciany tréjkatne i 6 kwadratowych.

Oto jego siatka. Kilkakrotne sklejenie tej

siatki da najprawdopodobniej ten sam efekt

co kolejne znaleziska krysztatu kwarcu typu a.
Otrzymane z tej samej siatki wielo$ciany moga
by¢ enantiomorficzne, czyli jeden moze by¢
lustrzanym odbiciem drugiego, choé¢ jednakowe
nie beda. Efekt ten powstanie, gdy za jednym
razem wielokaty siatki zegniemy ku sobie, a za
drugim razem od siebie. Zauwazmy, ze np. szescian
nie ma enantiomorficznej pary i niezaleznie od
tego, w ktorg strone bedziemy zaginali jego siatke,
powstanie identyczna bryta.

Zliczenie tych obiektéw, ktore maja enantiomorficzne wersje, wskazuje,
ze zarowno w krystalografii, jak wsrdéd wielo$ciandéw, stanowia one
mniejszo$é — np. wérdéd wielo$cianéw foremnych (jednakowe foremne
Sciany i jednakowe naroza) nie ma ich wcale.

Ale poszukiwanie enantiomorfizméw wérédd regularnych wieloscianéw
kazato nam zapomnieé, ze zajmujemy sie przestrzennymi rytmami,
czyli rytmicznymi wypelnieniami przestrzeni, a przedstawiony
trzydziestoodmioscian nie nadaje sie do pelnego jej wypelnienia.
Podobnie, sposrod wieloscianéw foremnych tylko szeScianami mozna
przestrzen wypetnié¢ bez luk.
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Prostym przyktadem wielo$cianu, ktérym mozna
wypelnié¢ przestrzen w sposob rytmiczny zaréwno
tak, by zostala wyrézniona jedna z orientacji,
jak i tak, by zadna wyrdzniona nie zostala, jest
najprostszy z czworoscianéw Hilla, na rysunku
(dla lepszego zaprezentowania jego wygladu)
przedstawiony jako fragment szescianu.

Jego siatka jest bardzo prosta: dwa tréjkaty o bokach 1, 1, v/2 i dwa

o bokach 1, v2, v/3 — na rysunku dorysowatem jeszcze litery, aby

byto wiadomo, co z czym skleié¢. Takich czworoscianéw trzeba sobie
przygotowaé wiele — jedne otrzymamy, sklejajac kolorem do wewnatrz,
inne, ich enantiomorficzne (czyli lustrzane) odpowiedniki, otrzymamy,
sklejac kolorem na zewnatrz. Kazdego rodzaju nalezy mie¢ co najmniej
9 sztuk. A potem warto sprobowaé, jak wypelnia sie przestrzen
czworo$cianami jednego tylko rodzaju — to bedzie wypelnienie rézniace

sie¢ od swego lustrzanego odbicia. Uzywajac obu rodzajow, mozna
rytmicznie wypelni¢ przestrzen tak, by to wypelnienie nie réznito sie
od swego odbicia — prosze sprébowaé; uprzedzam, ze zadanie jest trudne

(x9).

O niemoznosci stow kilka

Jak bylo widaé¢, nasze poczatkowe stwierdzenie, ze obie orientacje

sa w matematyce rownoprawne, okazuje sie coraz bardziej ztozone.
Roéwnoprawnosé polega na tym, ze wigkszosci obiektéw mozna nadac
obie mozliwe orientacje, ale sa tez takie, ktére maja orientacje wpisana
w swoja strukture i réwnoprawno$¢ manifestuje sie przez istnienie ich
odpowiednikéw z wpisana orientacjg odwrotna.
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Istotnie nowe spojrzenie na ta sprawe przyniosty
prace Ferdinanda Mobiusa dotyczace geometrii
rzutowej. Okazato sie mianowicie, ze sa obiekty,
ktorym zadnej orientacji nadaé¢ nie mozna.
Pierwszy odkryty taki obiekt nazywamy wstegg
Mobiusa. Powstaje on z prostokatnego paska
papieru, gdy lewy gérny rog G; skleimy z prawym
dolnym rogiem D, i réwnoczeénie lewy dolny D,

z prawym gérnym G). O tym, ze powstala w ten
sposOb wstega jest nieorientowalna, przekonujemy
sie tatwo: zacznijmy np. od G; i majac sklejenie po
lewej stronie, posuwajmy palcem wzdtuz brzegu,
az ponownie trafimy na sklejenie (czyli w G))—
bedzie ono teraz po stronie prawej: zamienilidémy
lewo na prawo bez pomocy lustra. Inaczej méwiac:
wstega Mobiusa znajduje sie zaréwno po lewej, jak
po prawej stronie swojego jednego (!) brzegu — jest
wiec nieorientowalna.



Poniewaz orientacja jest nieco podobna do bieguna wschodniego i
zachodniego — mianowicie mowi sie o niej niechetnie — wstega Mobiusa
reklamowana jest nie jako nieorientowalna, lecz jako jednostronna. Jest to
niby prawda: gdyby$my mieli pomalowaé wstege Mobiusa z catej jednej
strony, to okazaloby sie, ze pomalowane sg obie strony papieru, z ktorego
ja zrobilismy.

Dlaczego wobec tego niby? Otdéz dlatego, ze wszelkie powierzchnie w
matematyce nie majg dwoch stron. Czy gdy nauczycielka mowi w klasie:
wezcie punkt na plaszczyinie, to pilni uczniowie dociekaja co bedzie, gdy
wezmiemy punkt pod plaszczyzng? — oczywiscie, nie. Strony powierzchni
pojawiaja sie dopiero, gdy bierzemy pod uwage jej orientowalne
otoczenie: przestrzen jest orientowalna, dlatego mozemy méwié o
zewnetrzu 1 wnetrzu powierzchni kuli, czy tez o potprzestrzeni nad, czy
tez pod plaszczyzng. Papier, z ktérego wykonana jest wstega Mobiusa,
jest cienki, ale jednak tréjwymiarowy, dlatego wstega prezentuje nam nie
powierzchnie, lecz papier jednostronny.

Sprobujmy teraz zobaczy¢, co sie stanie, gdy
wezmiemy pod uwage nieorientowalna powierzchnie
zamknieta, tak, jak zamknieta jest sfera. Nietrudno
sobie taka wyprodukowaé. Skoro wstega Mobiusa
ma jeden brzeg, to — gdy zrobimy ja np. z ptétna
— mozemy do niego na calej dtugosci przyszyé
jedna z czesci suwaka z rozpinanej kurtki (to bedzie
mata wstega) lub $piwora (ta juz bedzie spora).
Druga za$ cze$¢ przyszyjmy do odpowiedniej
wielkosci réwniez pléciennego kota (jego obwdd
musi by¢ dwukrotnie wigkszy od dlugosci paska,

z ktérego zrobiliSmy wstege). A potem suwak
zapnijmy tak, jak zapinamy kurtke czy Spiwér. Co
sie stanie? Okaze sie, ze nie bedziemy potrafili tego
zrobi¢. Suwak sie nie zapnie, cho¢ w kurtce czy w
$piworze dzialal bez zarzutu. I tak doswiadczalnie
przekonaliémy sie, ze zamknieta powierzchnia
nieorientowalna nie miesci sie w przestrzeni
tréjwymiarowej. Nie miesci si¢ nie tylko ta, ktéra
prébowali$émy zrobié z plétna i suwaka (jest to
plaszczyzna rzutowa — to jej wiasnie wlasnosci
badal M&bius), lecz kazda. Mozemy zreszta tatwo
sprébowaé zrobi¢ sobie inna nieorientowalna
powierzchnie zamknieta, przyszywajac dwie
potéwki suwaka do dwoch jednakowych wsteg
Mobiusa i zapinajac ten suwak — tez dlugo bedzie
szlo dobrze, ale potem okaze sie, ze do konca
zapiaé sie nie da. Gdyby sie udato, mielibySmy

w reku butelke Kleina. Plaszczyzna rzutowa jest
nieorientowalnym odpowiednikiem sfery (czyli
powierzchni kuli), a butelka Kleina — torusa (czyli
detki).




Gdy juz zaczynamy zajmowac si¢ obiektami,
ktorych nie da sie umieéci¢ w przestrzeni
tréojwymiarowej, to moze warto zauwazy¢, ze
mozna na dwuwymiarowym papierze zmiescic¢
figure, ktorej nie ma i by¢ nie moze. Prosze

np. sprobowa¢ pomalowaé¢ goérng powierzchnie
narysowanej bryly. A gdy sie nie uda, warto
chwile pomysle¢, jak rysuje sie takie, przyzwoicie
wygladajace figury niemozliwe. Mozna bedzie
uznaé, ze narysowaliSmy dobrze, gdy kogos uda sie
nabraé, ze taka bryla faktycznie istnieje.

Tylko dla dorostych: co ze Wszechswiatem?

W sposéb naturalny nasuwa sie pytanie, jak to jest z nasza rzeczywista
przestrzenia, czyli Wszech$wiatem, np. czy jest on orientowalny, czy

tez nie. Astronomia dzi$ nie daje nam odpowiedzi na to pytanie. Ale
mozna wobec tego zadaé¢ pytanie, wérdd jakich mozliwosci znajduje

sie odpowiedz. Przy czym mozemy nawet zapyta¢ jedynie o to, jakie
mozliwosci dopuszcza dla przestrzeni tréjwymiarowej matematyka — o
kazdej takiej mozliwosci w matematyce méwi sie rozmaitosé. A wiec, jak
wygladaja wszystkie mozliwe rozmaitosci tréjwymiarowe — bo przeciez
trojwymiarowo postrzegamy przestrzen, w ktorej zyjemy.

Okazuje sie, ze i na to pytanie odpowiedzi do niedawna nie umiano
podaé. Pierwszy istotny krok w kierunku pokonania tego problemu zrobit
Amerykanin, William Thurston, na przelomie lat siedemdziesigtych

i osiemdziesiatych ubieglego wieku. Zamiast odpowiada¢ po

prostu na pytanie o klasyfikacje rozmaitosci, zapytatl o to, jakie
geometrie jednorodne (czyli takie, ze w kazdym punkcie lokalne
wlasnosci przestrzeni beda takie same) moga sie realizowa¢ na danej
rozmaito$ci. Dla wyobrazenia, o co chodzi, powr6émy do przestrzeni
dwuwymiarowych, czyli powierzchni i zauwazmy, ze na sferze geometria
jednorodna jest inna niz na plaszczyznie — np. pole kota o danym
promieniu na sferze jest mniejsze niz pole kota o tym samym promieniu
na plaszczyznie. Ale juz na walcu geometria jest lokalnie taka sama

jak na plaszczyznie — jesli wytniemy niewielki kawatek walca, to bedzie
mozna go bez klopotu potozyé na plaszczyznie, bo przeciez kazdy z nas
niejednokrotnie wykonywal operacje odwrotna — zwijal walec z plaskiej
kartki papieru.

W przypadku dwuwymiarowym mozliwe geometrie jednorodne sg trzy:
lokalnie taka, jak na sferze (nazywa sie ja eliptyczna), lokalnie jak na
siodle (nazywa sie ja hiperboliczna lub Bolyai-Lobaczewskiego) i lokalnie
jak na plaszczyinie (nazywa sie ja paraboliczna lub euklidesowa). I na
kazdej rozmaitosci mozna jakas z tych geometrii okreslic.

Nie jest to zreszta sprawiedliwe: rozmaitosci, na ktérych mozna okresli¢
geometrie eliptyczna, sa dwie (sfera i plaszczyzna rzutowa) — rozmaitosci,
na ktérych mozna okresli¢ geometrie paraboliczna, jest pie¢ (plaszczyzna,
walec, torus, wstega Mobiusa i butelka Kleina), a rozmaitosci, na
ktorych mozna okresli¢ geometrie hiperboliczna, jest cata reszta, czyli
nieskonczenie wiele.
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W przypadku tréjwymiarowym juz od poczatku jest inaczej — na
wiekszosci z nich w ogéle zadnej jednorodnej geometrii nie da sie okresli¢.
Jedli sie juz da, to — jak wykazal Thurston — jest to jedna z oémiu
geometrii (nie bedziemy tu ich przywolywac). Za ten wynik otrzymal

on w 1983 roku — na Miedzynarodowym Kongresie Matematykéw,
Warszawa 1982 — medal Fieldsa, najwyzsze matematyczne odznaczenie.
Wyrazil tez przypuszczenie, zwane potem Hipoteza Geometryzacyjna, ze
kazda rozmaito$é¢ tréjwymiarowa mozna porozcinaé¢ (dwywymiarowymi)
sferami i torusami na czesci, z ktorych kazda bedzie juz pozwalala

na wprowadzenie w niej lokalnie jednorodnej geometrii. Pytanie

o prawdziwo$¢ Hipotezy Geometryzacyjnej uchodzito za jedno z
najwazniejszych i najtrudniejszych w matematyce. Roztrzygniete zostato
pozytywnie w 2005 roku przez Rosjanina, Grigorija Perelmana, ktory za
ten wynik uzyskal medal Fieldsa na Kongresie w Madrycie w 2006 roku.
Mamy wiec nadzieje, ze powoli zaczniemy opanowywaé intelektualnie
problem rozmaitosci tréjwymiarowych, czyli mozliwych ksztaltéw
Wszechswiata.

Podana wyzej lista rozmaitosci dwuwymiarowych pozwala odpowiedzieé¢
na pytanie o orientowalno$¢ mozliwych dwuwymiarowych przestrzeni:
sposrod tych z geometrig eliptyczna jedna jest orientowalna, jedna nie;
sposrod tych z geometrig paraboliczng trzy sg orientowalne, a dwie

nie (kazdy z Czytelnikéw tego tekstu powinien wiedzie¢ juz, ktére

sa jakie); sposréd tych z geometria hiperboliczna jest nieskofczenie
wiele tak jednych, jak drugich. A nikogo nie zdziwi, gdy napisze, ze
petnej klasyfikacji rozmaitosci tréjwymiarowych ze wzgledu na ich
orientowalno$¢ nie ma.

Aby jednak nie zakonczy¢ opowiesci bez jakiegos kategorycznego
stwierdzenia, podajmy informacje, jak bytoby z Wszech§wiatem, gdyby
okazal sie geometryzowalny bez rozcie¢ i obowigzywala w nim geometria
euklidesowa, czyli ta szkolna — bo to akurat wiadomo. Woéwczas byltoby
10 mozliwosci, ze Wszech$wiat jest orientowalny (w tym 6 bylyby to
Wszech$§wiaty ograniczone) i 8 mozliwosci, ze nieorientowalny (w tym
cztery ograniczone i cztery — nie).

Oto, do rozwazania jakich probleméw moze doprowadzié¢ proste pytanie,

co zobaczyla Alicja po drugiej stronie lustra?
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Jeszcze odrobina komentarzy

(x!) Mapa utrudnia odpowiedZ na pytanie, bo jest opisana po francusku,
przywolywani sa cztonkowie angielskiego Royal Society, a na dodatek
zostata wydrukowana w Holandii. Oczywiscie, wobec tego zerowy
potudnik jest poprowadzony przez ...Kadyks.

Bardzo ciekawe jest natomiast to, czego zapewne w reprodukcji nie wida¢:
nie ma na niej dhugosci geograficznej wschodniej i zachodniej — jest jedna
tylko dlugosé, liczona na wschoéd, ale za to do 360°.

(x?) Okazuje sie, ze juz zegar szeSciogodzinny moze by¢ tak pomalowany,
by rézmit sie od swego odbicia lustrzanego, co mozna odszuka¢ na

0000000
SRR

(x3) Oto wszystkie rézne pokolorowania wierzcholkéw szescianu dwoma
kolorami (kazde inne pokolorowanie da si¢ przez obrét otrzymacé z
jednego z nich). Jest ich 23, przy czym tylko dwa nosza na sobie
orientacje. Prosze odszukaé pare rézniaca sie, ale bedaca wzajemnie

swoimi odbiciami lustrzanymi.

()

Ay

™.

Dla tych, ktérzy checa wiedzie¢ wszystko, informacja o liczbie réznych
pokolorowan wierzchotkéw szescianu k kolorami: jest ich
1 8 4 2
24(k: + 17k* + 6k%),
przy czym roznych, ale lustrzanych par jest
1 s 6 4 2
48(k: 6k° + 13k* — 8k2).

Prosze sprawdzié, ze dla k = 2 otrzymujemy 23 i 1. No, a potem mozna
sobie obliczy¢ wynik dla dowolnie obranej liczby koloréw.
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(x*) Do przeprowadzenia do$wiadczenia Oersteda potrzebny jest

kompas (mozna kupié¢ kompasy wycieczkowe w sklepach sportowych i
turystycznych), cienki drut miedziany dtugosci okoto 30 cm i bateryjka do
latarki. Kompas kladziemy na stole, a na nim $rodkowy, wyprostowany
odcinek drutu (7-8 c¢cm) potozony wzdluz igly (wskazéwki) kompasu.
Drut z obu stron kompasu zaginamy tak, by mozna bylto dotknaé jego
koncami biegunéw bateryjki bez poruszania tego fragmentu, ktory lezy
nad igla. Gdy dotkniemy do bieguna + tym koficem drutu, ktory biegnie
od poludniowego konca iglty, a bieguna — drugim koncem drutu, igla
kompasu odchyli si¢ tak, jak wskazuje kciuk wyciagnietej przez siebie
prawej reki skierowanej dtonia do dotu.

(%°) Warto zauwazy¢, ze liczba mozliwych szlaczkéw wyprodukowanych

z danej litery-czcionki (bez kladzenia jej na bok) zalezy od tego, na ile
sposobow mozna ja sama poltozy¢ na zajmowanym przez nig miejscu.

Np. litere L mozna potozy¢ na niej tylko na jeden sposéb, litere D na dwa
sposoby, a litere H na cztery sposoby.

(x5) Rzeczywiscie kazdy czworokat nadaje sie na klepke posadzki.

A uzasadnienie jest proste — sasiednia kostka ma by¢ utozona tak:
ktadziemy kostke na juz ulozonej, a nastepnie obracamy ja o 180° dokota
srodka boku, przy ktérym chcemy ja umiescié. Prosze wyciaé sobie z
kartoniku kilka jednakowych czworokatéw i sprawdzié, jak to dziala.

(¥®) Nowe klepki posadzki mozna projektowaé
takze tak. Bierzemy znang klepke, ktéra nadaje sie
na posadzke — np. prostokat i zmieniamy jej boki
tak, aby po zmianie dalej pasowaly do sasiedniej,
tak samo zmienionej klepki — mozna to zrobié¢
choéby tak, jak na rysunku.

Kiedy prostokat jest kwadratem, wtedy mozliwosci
jest wiecej — jedna z nich juz pokazaliémy wczesniej
— ktéry to rysunek?
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(x7) Na przyktad na rysunku czerwony szesciokat

o przeciwlegtych bokach réwnoleglych jest dobry:
ultozona z jego pomoca posadzka to przeciez bedzie
cienn posadzki z foremnych szeéciokatow. Ale
wlasnie, ...na rysunku pozioma duza przekatna
jest akurat ,w polowie drogi” miedzy réwnolegtymi
do niej bokami — czy mozna tak o$wietli¢ (czarny)
szeSciokat foremny, by tak nie byto?

A jednakowe pieciokaty nadajace sie na klepke
mozna otrzymac¢ np. dzielac szedciokat na trzy, jak
na rysunku. Gdy utozymy rytmiczng posadzke z
tych pieciokatéw bedzie ona identyczna ze swoim
odbiciem lustrzanym. Czy mozna znalezé jakie$
inne pieciokaty, by utozona z nich rytmiczna
posadzka byla inna od swego lustrzanego odbicia?




(¥?) Oto rysunek wskazujacy, jak zrobié Z kolei szeécian zostal wypelniony juz

tréjkatna ,rurke” (czyli graniastostup pochyly) niejednakowymi, réznigcymi sie orientacja,
z jednakowych czworoscianéw Hilla. A takimi czworo$cianami. A szesciany, jak wiadomo,
rurkami to juz kazdy wypelni przestrzen. przestrzen wypetniaja.
) / A
|
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