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Jesli S stanowi 20% U, a U stanowi 50% M, a M stanowi 80% A, a SUMA wynosi 10000, to ile
wynosi S?

Babcia ma wigcej niz 50, ale mniej niz 80 lat. Niestety, nie doczekala si¢ syna, ale kazda z jej
corek ma tyle samo corek co siostr. Suma liczb corek 1 wnuczek jest rdwna wiekowi babci. Ile
lat ma babcia i ile ma wnuczek?

Dwa wycigte z tektury kwadraty o bokach odpowiednio 4 cm i 3 cm natozono jeden na drugi w
ten sposob, ze wierzcholek mniejszego kwadratu pokryt si¢ ze srodkiem wigkszego. Jezeli
usuniemy naktadajace si¢ czesci, to ile wynosi pole pozostatego obszaru?

Wykaz, ze dla dowolnej liczby naturalnej n liczba [(n+4)/2] + 3n —2-(-1)" jest podzielna przez
7, gdzie [a] oznacza cze$¢ calkowita liczby a.

Dany jest pigciokat foremny PQRST (opis wierzchotkéw podano w kierunku antyzegarowym).
Na przekatnej PR zbudowano sze$ciokat foremny PRUVWX. Jaka miar¢ ma kat SRU?

Do ponumerowania stron Encyklopedii Matematyki Najnowszej uzyto 2017 cyfr, przy czym na
kilku pierwszych stronach nie wydrukowano numerdéw (tzn. numerowanie zaczgto od n-tej
strony, ktora oznaczono numerem n). lle co najmniej stron ma ta encyklopedia?

Wyznacz wszystkie pary liczb pierwszych p i g, spetniajace réwnanie p*-42¢° = 1.

Pola tablicy z rysunku nalezy wypetni¢ w taki sposob, aby 10
kazda wpisana liczba stanowita srednig arytmetyczna liczb
sasiednich. Ile wynosi X?

Ktory z rownolegtobokdéw wpisanych w dany prostokat o bokach rownolegtych do przekatnych
tego prostokata ma najwigkszy obwaod? Ile on wynosi?

10) W kwadracie PQRS tuk QS jest ¢wiartka okregu o srodku w P. Ze $rodka boku QR

poprowadzono styczng do tego tuku, ktora przecieta bok RS w punkcie T. W jakim stosunku
punkt T podzielit ten bok?



10.

EDYCJA XVI - ROK SZKOLNY 2016/17
NI\A GIMNAZJA - RUNDA POLFINALQWA -MECZ I
SZKICE ROZWIAZAN

Mamy SUMA = 0,2U-0,5M-0,8A-A = 0,2-0,5-0,8-UMA? = 0,20,5-0,8-0,8-UA® = 0,2-0,5-0,8-0,8-0,5MA® =
0,2:0,5-0,8-0,8-0,5-0,8A" = 2.5.8-8-5.8/10%A% = 10*. Stad 10" = 21%.52 A% czyli A* = 5%, zatem A=25, U=20, M=10 i S=2.

Niech babcia ma ¢ cérek. Kazda z nich ma c—1 siostr i tylez corek. Zatem wszystkich wnuczek jest ¢(c—1), a wiek babci
to c+ c(c-1) = c(1+c—1) = ¢ Jedyny kwadrat pomiedzy 50 i 80, to 64. Babcia ma wigc 64 lata, 8 corek i 56 wnuczek.
Za odpowiedz bez uzasadnienia, ze jest jedyna, przyznajemy 5 pkt.

Mate trojkaty prostokatne z rysunku (biaty i czarny) sa przystajace z cechy kbk. Maja ten
sam kat w wierzchotku duzego kwadratu (bo kat bialy i kat czarny uzupetniaja ten sam kat
do 90°) i maja kat prosty oraz jedna przyprostokatna jest potowa boku duzego kwadratu. Za
stwierdzenie przystawania bez uzasadnienia, odejmujemy 5 pkt. Zatem pole czgsci wspolnej
kwadratow stanowi ¢wiartke pola duzego kwadratu. Pole czarne jest suma pol obu
kwadratow pomniejszona o dwukrotno$é pola czesci wspolnej, czyli wynosi 4°+3°-2.4 = 17.
Za rozwiazanie w polozeniu szczegdlnym (np. boki jednego kwadratu rownoleglte do bokoéw
lub przekatnych drugiego) przyznajemy 1 pkt.

Dla n parzystego (=2k) otrzymujemy [k+2]+6k—2 = 7k, co dzieli si¢ przez 7. Dla n nieparzystego (=2k+1) otrzymujemy
[k+2,5]+6k+3+2 = 7Tk+2+3+2 = 7k+7, co takze dzieli si¢ przez 7. Za rozumowanie na przyktadach przyznajemy 0 pkt.

Sa 2 mozliwe potozenia takiego szesciokata (albo zawiera on Q w swoim wnetrzu, albo nie; innymi stowy opis
wierzchotkow szesciokata jest zegarowy albo antyzegarowy). Za rozwazenie tylko jednego przypadku przyznajemy 5
pkt. Kat wewnetrzny pigciokata foremnego ma 108°, a sze$ciokata — 120°. W trojkacie rOwnoramiennym PRQ kat R
ma 36° zatem kat PRS ma 108°-36° = 72°. Wobec tego w pierwszym przypadku (Q wewnatrz szesciokata) kat SRU ma
120°-72°=48°, a w drugim (Q na zewnatrz szesciokata) — 120°+72° = 192°, co jest katem wklestym, wiec lepiej podacd
jego dopelnienie o mierze 168°.

Gdyby ponumerowano wszystkie strony, zuzyto by 9 cyfr na numery 1-cyfrowe (od 1 do 9), 180 cyfr na numery 2-
cyfrowe (od 10 do 99). Do tej pory zuzyto by 9+2-90=189 cyfr. Pozostate numery musza by¢ 3-cyfrowe i pozostato na
nie 2017-189 = 1828 cyft, ale ta liczba nie dzieli si¢ przez 3. Najmniejsza wielokrotno$¢ trojki wieksza od 1828 to
1830. Oznacza to, ze zabrato dwoch cyfr, czyli pierwsze 2 strony musiaty by¢ bez numeréw. Poniewaz 1830:3 = 610,
wszystkich stron encyklopedii jest 9+90+610 = 709. Za kazdy btad koncepcyjny odejmujemy 4 pkt, za btad
rachunkowy 3 pkt.

Jesli p jest parzyste, otrzymujemy sprzecznos¢ — roznica liczb parzystych nie moze by¢ nieparzysta. W przeciwnym
razie mamy p*-1 = 4297, czyli (p — 1)(p+1) = 6:7¢°, gdzie oba czynniki po lewej sa parzyste, zatem prawa musi dzieli¢
sie przez 4, skad g musi by¢ parzyste. Dla q=2 mamy p? = 168+1=169, czyli p=13. Za podanie rozwiazania (13, 2) bez
uzasadnienia, ze jest jedyne, przyznajemy 2 pkt.

Srednia arytmetyczna dwoch liczb wypada na osi w $rodku pomigdzy tymi liczbami. Nazwijmy brakujace liczby
kolejno A, B'i C. Liczba C musi by¢ rownoodlegta od X i 25, ponadto |BX| = |CX| oraz |BX| = |BA|, natomiast A musi
by¢ rownoodlegta od B i 10. Wynika z tego, ze wszystkie odstepy miedzy kolejnymi liczbami musza by¢ rowne.
Odcinek od 10 do 25 jest wigc szukanymi liczbami podzielony na 5 jednakowych odcinkow kazdy o dtugosci (25-10)/2
= 3 i taki jest odstgp migdzy kolejnymi liczbami, zatem A=13, B=16 i X=19.

Niech przekatna prostokata ma diugos¢ d. Rozwazmy trojkat prostokatny bedacy potowa prostokata uzyskana po
przecigciu go jedna z przekatnych. Prowadzac bok roéwnolegtoboku rownolegle do przekatnej, odcinamy od tego
trojkata trdjkat do niego podobny w skali k (<1). Je$li rozwazymy teraz analogiczny trojkat powstaty z przeciecia
prostokata druga przekatna, to tam sytuacja jest taka sama, tylko skala podobienstwa wynosi (1-k), bo boki trojkatow
sumuja sie do calego boku prostokata. Zatem bok rownolegtoboku rownolegty do jednej przekatnej ma dtugos¢ kd, a do
drugiej (k-1)d. Stad obwdd wszystkich rownoleglobokéw wpisanych w prostokat jest staty, bo zalezy tylko od dtugosci
przekatnej tego prostokata. Wynosi on 2kd + 2(1-k)d = 2d. Za poprawne, ale bardziej skomplikowane rozumowanie
odejmujemy 2 pkt. P

Niech U jest srodkiem QR, A — punktem stycznosci, a |RT|=X. Bez straty og6lnosci mozemy
zatozy¢, ze |QR|=2. Wtedy |QU|=1. Kat z wpisanym okregiem jest figura osiowosymetryczna,
zatem odcinki od jego wierzchotka do punktow stycznos$ci sa przystajace. Zatem |QU|=|UA| = A
1 |AT|=|TS| = 2-x. Z twierdzenia Pitagorasa w trojkacie URT mamy: 1+x% = (1+2-x)?, czyli

8-6x =0, skad x=4/3. Oznacza to, ze punkt T dzieli bok SR w stosunku 2/3 : 4/3 = 2:4 = 1:2, 0
liczac od S (lub 2:1, liczac od R).
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A D
Kwadrat ABCD z rysunku ma bok dtugosci 3, a odcinek BE — 4. Jakie
jest pole zacieniowanej figury?
Ile wynosi reszta z dzielenia przez 11 liczby — \\E
98765432109876543219998887776665554443332221110007 B C

Obwad kota o promieniu 1 podzielono na 4 rowne czgsci, a nastgpnie dwie niesasiednie czgsci
przesunigto rownolegle, zamieniajac ich konce miejscami. Jakie jest pole figury ograniczonej
tymi czterema tukami?

Suma kazdych trzech kolejnych sposrod 2017 liczb zapisanych w rzgdzie jest rowna 100.
Wyznacz wszystkie te liczby, jesli pierwsza z nich jest rowna 11, a przedostatnia 12.

Ustawiamy liczby catkowite w nastepujacy ciag: 0, 1, -1, 2, -2, 3, -3, 4, -4, ... Jaka liczba stoi
na n-tym miejscu? Podaj jej wzor algebraiczny.

Ze Zwardonia do odlegtej o 15 km Miléwki wyruszyt pieszo turysta. Godzing pdzniej z
Miléwki do Zwardonia wyjechal samochod, ktory minat turystg po 15 minutach jazdy. Po
potgodzinnym postoju w Zwardoniu kierowca ruszyt w droge powrotna. Po raz kolejny minat
turystg zmierzajacego do Miléwki po 50 minutach od ich ostatniego spotkania. lle czasu zaj¢ta
turyscie droga ze Zwardonia do Milowki, jesli szedt caty czas w tym samym tempie, a kierowca
w obie strony jechat z ta sama szybkoscia.

Poparcie dla rzadu wsréd studentéw matematyki na AFS (Akademii Futurologii Stosowanej) po
pierwszym czytaniu w Sejmie ustawy o oplatach za studia zmalato o 25%, a kiedy ustawa
zostata juz przegtosowana — 0 kolejne 20%, ale po zakonczeniu prac nad nig przez Senat
wzrosto o 2%/3 punktu procentowego. Ile co najmniej osob studiuje matematyke na AFS?

Przekatna szescianu jest o 5 diuzsza od jego krawedzi. Jakie jest pole powierzchni tego
szescianu?

W jakiej odlegtosci od rosochatej wierzby uderzyt piorun, jesli stojacy pod nia w czasie burzy
pan Nieroztropek ustyszal grzmot po 10 sekundach od blyskawicy?

lle jest liczb 10-cyfrowych sktadajacych sig z 10 réznych cyfr, majacych taka wtasnos¢, ze
liczba utworzona z pierwszych n cyfr dzieli si¢ przez n, dlane {1, ..., 10}?
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Trojkaty ABE i KCE sa podobne i |CK|/|CE| = |BA|/|BE|. Zatem |CK|= %. Trapez ABCK 4 D
jest sumg prostokata o wymiarach % na 3 i polowy prostokata o wymiarach 2% na 3,
zatem jego pole wynosi 5 */s.

K

Reszta z dzielenia liczby przez jedenascie w systemie dziesigtnym jest taka sama jak a3
reszta z dzielenia przez 11 jej naprzemiennej sumy cyfr, zaczynajac sumowanie ze B C
znakiem plus od cyfry jednosci. Uczen moze skorzysta¢ z cechy podzielnosci bez

dowodu, ale za jej niepoprawne sformulowanie odejmujemy 2 pkt. Cyfry wystepujace trzykrotnie wniosa do
naprzemiennej sumy warto§ci 0—1+2-3+...+8-9, co zredukuje si¢ z kolejnymi 10 sktadnikami. Pozostanie zatem
suma 1-2+3-4+5-6+7-8+9 = 10-10+10-10+5, co daje reszt¢ 5 z dzielenia przez 11. Za prowadzenie bardziej
skomplikowanych rachunkow odejmujemy 2 pkt.

E

3. Pole figury jest rowne polu kwadratu o wierzchotkach w miejscach podzialu tuku. Ten

. kwadrat ma przekatna rowna $rednicy okregu, wigc jego bok jest rowny V2, zatem pole jest
' rowne 2.

‘
' 4. Mamy ciag liczb 11, a, b, ¢, d, e,...., w ktorym 11+a+b=100, wiec a+b=89. | dalej

a+b+c=100, wigc c=11. Skoro b+11+d=100, to b+d=89. Stad d=a i e=b. Zatem w ciagu sa
tylko trzy liczby, ktore si¢ okresowo powtarzaja. Poniewaz 2016 jest wielokrotnos$cia 3, liczba na miejscu 2016.
Jest taka sama jak b, czyli b=12 i a=77. Ciag wyglada wigc tak 11, 77, 12 (ta grupa liczb powtarza si¢ 672 razy) i
na koncu stoi 11.

Na miejscach nieparzystych stoja liczby ujemne, a na parzystych dodatnie. Na n-tym miejscu stoi liczba (-1)"["/],
gdzie [x] oznacza czeg$¢ catkowita liczby X. Jesli uczen poda wzor ,,z wasem” opisujacy osobno przypadki
parzystych i nieparzystych n, przyznajemy 6 pkt.

Niech x oznacza droge pokonana przez turyste w ciagu 1Y% godziny. Wtedy predkos¢ turysty wynosi “/sx. Kierowca
w 15 min przejechat droge 15-x, wiec miat predkosé 60-4x. W ciagu 50 min turysta przeszedt */g-*/sx = */x km.
Natomiast kierowca, jadac przez 20 min, pokonat droge x+x+°/3x = ®/5x km. Ta sama droga wyliczona jako iloczyn
predkosci i czasu wynosi (60-4x)"Y/; = 20-*/;x. Porownujac te dwie liczby, otrzymujemy 20— “/5x = ¥/3x, czyli
20=4x, skad x=5. Turysta poruszal si¢ wigc z predkoscia 4 km/h, a przejscie 15 km zajelo mu 3% godz. Za
poprawne lecz dtuzsze rozwiazanie odejmujemy 2 pkt.

Niech bedzie n studentéw, z czego p popiera na poczatku ustawe. Po pierwszym spadku ustawe popiera 3/,p, a po
drugim “/534p = %/sp studentéw (widaé, ze liczba p musi si¢ dzielié przez 4 i 5, czyli przez 20). W tym momencie
poparcie dla ustawy wynosi ®®’/,-100 procent. Ta wielko§¢ ma wzrosnaé o 2°/;. Woéwezas liczba studentow
popierajacych ustawe wyniesie [*%/,-100 + 0 2%/5)/100 - n = 0,6p + ?/75n i to ma by¢ liczba catkowita. Poniewaz p
dzieli si¢ przez 20, wystarczy jesli n bedzie dzielilo si¢ przez 75. Stad najmniejsze n to 75, a liczba popierajacych
na poczatku moze wynosi¢ 20, 40 lub 60 (np. dla p=20 najpierw poparcie spada najpierw do 15 o0sdb, potem do 12,
a na koniec rosnie do 14). Za rozwiazanie, w ktérym zaktada si¢, ze na poczatku wszyscy popieraja ustawe,
przyznajemy 3 pkt. To radyklanie upraszcza rozwiazanie, ale minimalna liczba studentéw wychodzi wtedy 300, co
wecale nie jest najmniejsza mozliwa liczba.

Niech krawedZ sze$cianu ma dhugos¢ a. Wtedy z twierdzenia Pitagorasa przekatna szescianu ma dlugo$é av3 i
mamy 3a’ = (a+5)? = a’+10a+25. Stad 2a?>~10a-25 = 0 i dalej a>-5a->*/, = 0 czyli a?-2-2,5a+%/, = "°/,, co daje (a—
2,5)2 ="/, Stad a-2,5 = 5”“3/2 i ostatecznie a = 5V‘3/2+2,5. Uczen moze zastosowaé wzoOr na pierwiastki rownania
kwadratowego, jesli zna, ale musi wybra¢ ten wlasciwy i uzasadni¢ wybor. Powierzchnia sze$cianu wynosi 6a’ =
6(>"%/,+2,5) = 112,5 + 75V3 + 37,5 = 150+75V3.

Wytadowanie i grzmot nastapity w tym samym momencie. Poniewaz predko$¢ $wiatla jest ogromna, mozna
zalozy¢, ze Nieroztropek zobaczyt btysk w tej samej chwili, kiedy on nastapit, podczas gdy dzwigk biegt do niego
przez 10 s. Odleglo$¢ od burzy w metrach mozna wigc obliczy¢, mnozac czas w sekundach przez predkosé
dzwigku w powietrzu wyrazona w m/s. Za taka odpowiedz (bez konkretnych wartosci) przyznajemy 5 pkt. Jesli
uczen poda sensowna wielkos¢ predkosci dzwigku (migdzy 300 a 350 m/s), przyznajemy kolejne 3 pkt. Kazda z
tych wielkosci jest mozliwa, bo predkos¢ dzwigku w powietrzu zalezy od temperatury, ale za to nie odejmujemy
punktéow. Zatem sensowna odpowiedZ to ok. 3000-3500 m, czyli 3-3,5 km. Ostatnie 2 pkt przyznajemy za
sprawdzenie, ze zatozenie o natychmiastowym spostrzezeniu blyskawicy bylo sensowne. Predkos¢ swiatta w
powietrzu to trochg mniej niz 300 mln m/s, zatem odlegto$¢ 3000 m $wiatto pokona w czasie 1/100000 sekundy —
to jest czas niezauwazalny.



10. Warunki zadania spetnia jako jedyna liczba 3816547290. Jej dziesiata cyfra musi by¢ 0 (bo dzieli si¢ przez 10).
Suma cyfr 1+2+...+9 =45 i jest podzielna przez 9, wigc zawsze uda sig uzyskaé¢ podzielnos¢ przez 9. Na miejscach
parzystych (liczac od lewej) musza staé cyfry parzyste, wigc na miejscach o numerach nieparzystych — cyfry
nieparzyste, przy czym na V miejscu musi sta¢ 5. Na miejscy IV moze by¢ tylko 2 lub 6 (bo cyfre t¢ poprzedza
cyfra nieparzysta, a tylko z taka koncoéwka liczba bedzie podzielna przez 4). Na VIII miejscu tez moze by¢ tylko 2
lub 6 (z tych samych powodow), przy czym jesli bedzie to 2, to musi by¢ poprzedzone przez 3 lub 7 (bo tylko takie
trzycyfrowe koncowki z cyfra parzysta na poczatku dziela si¢ przez 8), a jesli bedzie to 6, to musi by¢ poprzedzone
przez 1 lub 9. Wobec tego na miejscu Il i VI moze by¢ tylko 4 lub 8 (zwiazane z 2 1 6 na miejscu IV, tzn. 2
wystepuje z 4, a 6 z 8). Sprawdzmy wigc 2 przypadki: a) gdy na Il miejscu jest 4 1 b) gdy na II miejscu jest 8. W a)
po bokach 4 musi by¢ 1 i 7 (w dowolnej kolejnosci), aby uzyska¢ podzielnos¢ przez 3. Wtedy na siedmiu
poczatkowych miejscach mamy 1472589 (bo na VIII miejscu musi by¢ 6 wigc przed nim 9) albo 7412589, ale
zadna z nich nie dzieli si¢ przez 7. Zatem zachodzi b). Na II miejscu stoi 8, a obok (1 lub 7) z (3 lub 9) w dowolne;j
kolejnosci. Musimy zatem sprawdzi¢ takie liczby: 1836547, 3816547, 1896547, 9816547, 1896543, 9816543,
7896543, 9876543. Podzielnos¢ przez 7 daje tylko 3816547, wigc taki musi by¢ poczatek liczby. Pozostata cyfra 2
na miejsce VIII i cyfra IX na miejsce 9. Wykonalismy 8 bezposrednich sprawdzen. Za rozwiazanie, w ktérym jest
ich istotnie wigcej odejmujemy co najmniej 2 punkty. Za podanie wyniku bez uzasadnienia jego jedynosci
przyznajemy 4 pkt.
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55°
Rysunek przedstawia pewna konfiguracj¢ prostokatéw i odcinkow.

lle wynosi sumap, q i r? q°

Szyna kolejowa przy peronie 9% na Kings Cross Station
wykazywata przez 100 kolejnych dni zadziwiajaca wiasnos¢
(zwana rozszerzalnoscia termiczna metali): w nocy kurczyta si¢ o
1%, a w dzien o 1% wydtuzata. Czy po takich 100 cyklach
kurczenia 1 wydhluzania szyna byta dluzsza czy krotsza niz przed
podjeciem obserwacji?

60° 65°

Mozaika z rysunku sktada si¢ z 5 kwadratowych kafelkow. Na
kazdym jest zaznaczony ornament w ksztalcie ¢wierci okregu.
Najmniejsze dwa kwadraty maja bok dlugosci 1. Do mozaiki
dotozono w analogiczny sposéb 5 kolejnych kafelkow. Jaka ~
dlugo$¢ ma uzyskana w ten sposob spirala? \ Y

Z miejscowosci A i B oddalonych o 182 km wyjechali dwaj

rowerzysci, jeden naprzeciw drugiemu. Rowerzysta jadacy z B do A jechat ze $rednia
predkoscia mniejsza od 25 km/h. Rowerzysta jadacy z A do B wyjechat godzing wczesnie;j i
jechat ze $rednia predkoscia o 7 km/h wigksza od $redniej predkosci kolegi. Spotkali si¢ w

takim miejscu, ze rowerzysta jadacy z A przebyt juz 9/13 drogi. Z jakimi $rednimi
predkosciami poruszali sig¢ rowerzysci?

Malgosia ma teraz 3 razy tyle lat, ile Jas miat wtedy, gdy Matgosia miata tyle, ile Ja§ ma teraz.
Kiedy Ja$ bedzie miat tyle lat, ile ma ich teraz Malgosia, razem bg¢da mieli 28 lat. Ile lat ma
obecnie kazde z nich?

Wykaz, ze pole prostokata o bokach rownolegtych do przekatnych kwadratu, w ktorym znajduje
si¢ ten prostokat, jest nie wigksze od potowy pola tego kwadratu.

Przekatna prostopadtoscianu ma dtugos$¢ 89 , a krawedzie jego podstawy — 3 i 4. Ile wynosi
pole powierzchni tego prostopadloscianu?

W pudetku jest 13 kulek biatych 1 14 czarnych. Wybieramy losowo 2 kulki. Je§li maja ten sam
kolor, wrzucamy na ich miejsce kulke czarna, a jesli rozne kolory — wrzucamy biala.
Powtarzamy to do momentu, az w pudetku zostanie jedna kulka (i nie da si¢ wykona¢ kolejnego
ruchu). Jakiego bedzie koloru?

Czy istnieja trzy rozne liczby catkowite dodatnie, ktorych suma, a takze suma kazdej pary tych
liczb jest kwadratem liczby naturalnej i trzy z tych liczb sa kolejnymi kwadratami?

Aby pomnozy¢ liczbe 157894736842105263 przez 2 wystarczy ostatnia cyfre przenies¢ na
poczatek. Jaka jest najmniejsza liczba naturalna konczaca sig cyfra 4 taka, ze aby pomnozy¢ t¢
liczbe przez 4, wystarczy przenies$¢ ostatnia cyfre na poczatek?



10.

EDYCJA XVI - ROK SZKOLNY 2016/17
NI\A GIMNAZJA - RUNDA POLFINALOWA - MECZ 111
SZKICE ROZWIAZAN

Na bazie uktadu prostokatdéw mozna narysowac szes$ciokat o katach zewngtrznych jak w
tresci zadania (za to przejScie przyznajemy 3 pkt). Suma katow zewngtrznych
dowolnego wielokata wypuktego wynosi 360° (za podanie tego faktu bez uzasadnienia
odejmujemy 4 pkt). Zatem r+60+g+55+p+65=360. Stad r+p+q = 180.

Dlugo$é¢ szyny bedzie stawala sig coraz krotsza, bo wartosci, o ktore szyna skraca sig¢ w
nocy, sa zawsze wigksze od tych, o ktore wzrasta w ciagu dnia (1% z liczby wigkszej
jest wigkszy niz 1% z liczby mniejszej). Za bardziej skomplikowane rozwiazanie, np. za
obliczenie koncowej dtugosci szyny (= 1,01%-0,99*%° = 0,9900493387 dtugosci poczatkowej) odejmujemy 2 pkt.

Dhugos¢ boku kazdego kolejnego kwadratu (czyli promienie ¢wierci okrggdéw) jest suma dlugosci bokéw dwoch
poprzednich kwadratow, stad kolejne dtugosci wynosza 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, 55. Dlugos¢ ¢wiercokregu o
promieniu r to ™/,, wiec dtugo$é spirali wynosi */o(1+1+2+3+5+8+13+21+34+55) = **/,n = 71,5n.

Do chwili spotkania szybszy rowerzysta przebyt °/15'182 = 126 km, a wolniejszy 182—-126=56 km. Niech predko$é
szyhszego rowerzysty wynosi v, a czas jego jazdy do chwili spotkania t. Mamy uktad rownan: vt=126 (skad v="2/t)
oraz (v—7)(t-1)=56. Po podstawieniu za v dostajemy 77—7t-'2%/; = 0 lub rownowaznie t*~11t+18=0. Przeksztalcajac,
mamy t*-2-5,5t+30,25 = 12,25, czyli (t-5,5)* = 3,5°. Zatem t-5,5 = 3,5 lub t-5,5 = -3,5. Stad t=9 lub t=2, czyli
v=14 lub v=63 (co odrzucamy, za podanie obu odpowiedzi odejmujemy 4 pkt). Uczen moze zastosowaé wz0r na
pierwiastki rownania kwadratowego, jesli zna. Zatem jeden jechat ze $rednia predkoscia 14 km/h, a drugi 7 km/h.

Niech x to obecny wiek Malgosi, a y — obecny wiek Jasia. Lat temu x-y Ja$§ miat y—(x-y) = 2y—x lat i zachodzi
warunek x = 3(2y—x), czyli x="/,y. Natomiast za x—y lat Jas bedzie miat lat X, a Malgosia x+x-y = 2x-y i zajdzie
warunek x+2x-y = 28, czyli 3x—y =28. Podstawiajac za X, otrzymujemy °/,y—y = 28, skad y=8 i x=12. Za podanie
odpowiedzi bez uzasadnienia, ze jest jedyna przyznajemy 3 pkt.

Aby zmaksymalizowac¢ pole prostokata zawartego w kwadracie, nalezy utozy¢ go E hh i
symetrycznie wzgledem $rodka kwadratu, z wierzchotkami na brzegu kwadratu (za brak < N K
wystowienia tej wlasnosci odejmujemy 2 pkt). Z podobienstwa trojkatow prostokatnych - |
mamy cV2:b = cy (skad b = V2y) oraz cV2:a = c:(c-y) skad a = V2(c—y). Stad pole ‘ AN 1
prostokata ab = 2y(c-y), przy czym y zmienia si¢ od 0 do ¢. Funkcja opisujaca pole jest L ¥

parabolg z miejscami zerowymi w O i C oraz ramionami skierowanymi w dot. Z symetrii

najwieksza warto$é przyjmuje posrodku miedzy miejscami zerowymi, czyli dla y="/,. Wtedy prostokat jest
kwadratem o polu ¢?/2. Uczen moze zauwazy¢, ze obwody rozwazanych prostokatow sa jednakowe i skorzystaé z
wlasnoéci izoperymetrycznej, ze ze wszystkich prostokatow o statym obwodzie najwigksze pole ma kwadrat, ale
powinien umie¢ t¢ wlasno$¢ uzasadnic (np. tak jak powyzej). Jesli tego nie zrobi, odejmujemy 3 pkt.

Przekatna podstawy prostopadioscianu ma diugos¢ 5 (trojkat egipski), a z twierdzenia Pitagorasa wysokosc¢
prostopadtoscianu wynosi 8 (25+64=89). Stad pole powierzchni prostopadto$cianu wynosi 2-(3-4+3-8+4-8) = 136.

Niezaleznie od dokonanego wyboru nie zmienia si¢ parzystos¢ liczby kul biatych. Ich liczba zawsze musi by¢
nieparzysta, wobec tego nigdy nie wyniesie 0. Skoro na koniec zostaje 1 kula, to musi by¢ ona biata. Za ogodlne ale
bardziej skomplikowane rozwiazanie odejmujemy 2 pkt. Za rozwazanie r6znych przyktadowych rozgrywek przy
podaniu poprawnej odpowiedzi przyznajemy do 5 pkt (w zaleznosci od stopnia wyczerpania mozliwosci) lub 0 pkt
przy odpowiedzi niepoprawne;.

Takie liczby istnieja. W rozwiazaniu wystarczy poda¢ jeden przyktad, opisujac droge dojscia do tego wyniku. Np.
dla liczb 41, 80, 320 mamy 41+80+320 = 441 = 217 80+320 = 400 = 20, 41+320 = 361 = 197, 41+80 = 121 = 11°,
Aby znalez¢ ten przyktad, zaktadamy, ze kwadratami kolejnych liczb naturalnych sa a+b+c = (x+1)? = x*+2x+1,
a+b = x?i b+c = (x-1)% = x*-2x+1. Wobec tego ¢ = (a+b+c)—(a+h) = 2x+1 i a = (a+b+c)—(b+c) = 4x. Stad a+c =
6x+1 i liczba ta ma by¢ kwadratem, co zachodzi np. dla x=20. Wsrod liczb mniejszych od 1000 analogicznie
mozna znalezé trojke 57, 112 i 672 (57+112=169=13°, 57+672=729=27% 112+672=784=28" i
57+112+672=836=297). Inne mozliwe zestawy to (97, 192, 2112), (121, 240, 3360), (177, 352, 7392)...

Korzystajac z algorytmu mnozenia pisemnego, mnozymy cyfr¢ jednosci (=4) przez 4 i otrzymujemy 16, stad
wiemy, ze cyfra dziesiatek szukanej liczby to 6. Z mnozenia 6 przez 4 otrzymujemy 24 i dodajemy jeden z
przeniesienia, zatem cyfra setek szukanej liczby to 5. Analogicznie uzyskujemy jako kolejne cyfry od prawej 2, 0,
1. Koficzymy w momencie uzyskania iloczynu rownego 4. Zatem szukana liczba to 102564.



