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Dwa wycigte z tektury kwadraty o bokach odpowiednio 4 cm i1 3 cm natozono jeden na drugi w

ten sposob, ze wierzcholek mniejszego kwadratu pokryt si¢ ze srodkiem wigkszego. Jezeli
usuniemy naktadajace si¢ czgsci, to ile wynosi pole pozostatego obszaru?

Rozwiaz w liczbach rzeczywistych rownanie sinx = (Cosx — [c0sX])-[cosX], gdzie [a] oznacza
czgs¢ catkowita liczby a.

Ktory z rownolegltobokdéw wpisanych w dany prostokat o bokach rownolegtych do przekatnych
tego prostokata ma najwigkszy obwdd? Ile on wynosi?

Rozwiaz w parach liczb rzeczywistych uklad rownan: x* + xy — 2y* = -5 i x* + 2xy + y* = 1.
W kwadracie PQRS tuk QS jest ¢wiartka okregu o Srodku w P. Ze srodka boku QR
poprowadzono styczna do tego tuku, ktéra przecigta bok RS w punkcie T. W jakim stosunku

punkt T podzielit ten bok?

Wyznacz wszystkie pary liczb pierwszych p i g, dla ktorych
liczba p? + oP jest pierwsza.

Kwadraty z rysunku maja wspolny wierzchotek A, a punkt M
jest srodkiem odcinka PU. Pokaz, ze AM jest polowa RS.

Liczba 12 moze by¢ roztozona na iloczyn trzech czynnikow

z uwzglednieniem ich kolejnosci na 18 sposobow (np. 1-3-4, 1-4-3, 2-2-3, 2-3-2 itd). Niech N
bedzie liczba sekund w tygodniu. Na ile sposobow mozna roztozy¢ N na iloczyn trzech
czynnikow?

Czy istnieja trzy rdzne liczby catkowite dodatnie, ktorych suma, a takze suma kazdej pary tych
liczb jest kwadratem?

10) Na bal karnawatowy przyszto trzech singli w jednakowych karnawatowych maskach. Przedstawili sie jako

panowie Biatecki, Zielenski i Czarnecki. Jeden z nich poprosit do tanca pania Arlette, a byt tak czarujacy, ze
zakochata si¢ od pierwszego wejrzenia. Ona tez wyraznie nie byla swojemu partnerowi oboj¢tna. Przetanczyli caly
wieczor. Jednak o pélnocy panowie pospiesznie opuscili lokal i wszelki $lad po nich zaginat. Zrozpaczona pani
Arletta znalazta w szatni jedynie zielony trzewik, ktory zgubit jej ukochany. Zdesperowana postanowita odnalez¢
jego nazwisko w ksiazce telefonicznej, udac si¢ pod wskazany adres i znalez¢ drugi trzewik do pary. Ku swemu
przerazeniu uswiadomila sobie, ze nie wie, jak nazywat sig jej partner. Zrozpaczona usiadta w gronie kolezanek,
ktoére postanowity jej pomoc w poszukiwaniach. Wspolnie ustality, co zapamigtaty o tajemniczych kawalerach. Oto
ich obserwacje:

Wszyscy panowie nosili marynarke, spodnie i trzewiki.

Ich garderoba byta w kolorze biatym, zielonym i czarnym.

Kazda cze$¢ garderoby wystepowata w trzech kolorach.

Kazdy miat tylko jeden element garderoby w danym kolorze (liczac parg trzewikow jako catosé).

Trzewiki Czarneckiego byty w tym samym kolorze, co marynarka Biateckiego.

Mgzczyzna o nazwisku odpowiadajacym kolorowi spodni Biateckiego miat trzewiki w kolorze odpowiadajacym
nazwisku osoby w biatej marynarce.

Kolor trzewikow Zielenskiego odpowiadal nazwisku osoby ubranej w spodnie w takim kolorze, co marynarka
cztowieka, ktorego nazwisko odpowiada kolorowi trzewikéw Czarneckiego.

Jak nazywa si¢ ukochany pani Arletty?
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Mate trojkaty prostokatne z rysunku (bialy i czarny) sa przystajace z cechy kbk. Maja ten
sam kat w wierzchotku duzego kwadratu (bo kat bialy i kat czarny uzupetniajg ten sam kat
do 90°) i maja kat prosty oraz jedna przyprostokatna jest potowa boku duzego kwadratu. Za
stwierdzenie przystawania bez uzasadnienia, odejmujemy 5 pkt. Zatem pole czesci wspolnej
kwadratow stanowi ¢wiartke pola duzego kwadratu. Pole czarne jest suma pol obu
kwadratow pomniejszona o dwukrotno$¢ pola czesci wspolnej, czyli wynosi 4°+3%-2-4 = 17.
Za rozwiazanie w polozeniu szczegdlnym (np. boki jednego kwadratu rownoleglte do bokoéw
lub przekatnych drugiego) przyznajemy 1 pkt.

Dla sinx>0 kazdego X dane réwnanie jest rownowazne rownaniu sinx = 0, zatem jego
rozwiazaniem jest {kn:keZ}. Dla sinx<0 réwnanie jest sprzeczne. Za rozwazenie tylko jednego przypadku 4-5 pkt.

Niech przekatna prostokata ma dlugo$¢ d. Rozwazmy trojkat prostokatny bedacy potowa prostokata uzyskana po
przecigciu go jedna z przekatnych. Prowadzac bok réwnolegtoboku réwnolegle do przekatnej, odcinamy od tego
trojkata trojkat do niego podobny w skali k (<1). Jesli rozwazymy teraz analogiczny trojkat powstaly z przecigcia
prostokata druga przekatna, to tam sytuacja jest taka sama, tylko skala podobienstwa wynosi (1-K), bo boki trojkatow
sumujg sie do catego boku prostokata. Zatem bok roéwnolegtoboku réwnolegly do jednej przekatnej ma dtugos¢ kd, a do
drugiej (k—1)d. Stad obwod wszystkich rownolegltobokéw wpisanych w prostokat jest staty, bo zalezy tylko od dlugosci
przekatnej tego prostokata. Wynosi on 2kd + 2(1-k)d = 2d. Za poprawne, ale bardziej skomplikowane rozumowanie
odejmujemy 2 pkt.

Mamy rownowaznie (3x-2y)(x+y)=-5 i (x+y)>=1. Z drugiego réwnania x+y=1 lub x+y=-1. Zatem 3x-2y=-5 i x+y=1 albo
3x—2y=5 i x+y=-1. Rozwiazujac te uktady otrzymujemy pary (-3/5, 8/5) i (3/5, -8/5). Za pominigcie jednej odejmujemy
5 pkt.

P
Niech U jest srodkiem QR, A — punktem stycznosci, a |RT|=X. Bez straty ogolnosci mozemy
zatozy¢, ze |QR|=2. Wtedy |QU|=1. Kat z wpisanym okregiem jest figura osiowosymetryczna, T
zatem odcinki od jego wierzchotka do punktow stycznos$ci sa przystajace. Zatem |QU|=|UA| =1 A
i |JAT|=|TS| = 2—x. Z twierdzenia Pitagorasa w trojkacie URT mamy: 1+x% = (1+2-x)?, czyli 8-6x
=0, skad x=4/3. Oznacza to, ze punkt T dzieli bok SR w stosunku 2/3 : 4/3 = 2:4 = 1:2, liczac od
S (lub 2:1, liczac od R). Qo U R

Liczba p? + g jest wieksza od 2, wigc aby byta pierwsza, musi by¢ nieparzysta. Wobec tego jej skladniki musza mie¢
rdzna parzysto$é. To oznacza, ze jedna z liczb p albo g musi by¢ rowna 2. Dla ustalenia uwagi niech jest to p. Wowczas
p® + P = 29 + g7, gdzie q jest nieparzyste. Latwo sprawdzi¢, ze nieparzyste potegi dwojki daja z dzielenia przez 3 reszte
2 (za brak uzasadnienia -2 pkt), natomiast kwadraty liczb nieparzystych daja z dzielenia przez 3 reszte 0 dla
wielokrotnosci trojki, a w pozostatych przypadkach reszte 1 (za brak uzasadnienia -3 pkt). Zatem 2% + g7, jest podzielna
przez 3 poza przypadkiem, gdy q jest wielokrotnoscia trojki, czyli =3. Sprawdzamy, ze para (2, 3), a z symetrii takze
(3, 2) daja w wyniku liczbe pierwsza: 2°+3°=17. Za odpowiedz bez uzasadnienia, ze jest jedyna, przyznajemy 1 pkt.
Przedluzmy odcinek AM, aby dosta¢ rownolegtobok AUBP. Przekatne y
rownolegloboku potowia sig, wige M jest srodkiem AB, a AM jest potowa
AB. Wystarczy teraz pokazac, ze trojkaty APB i RAS sa przystajace (bkb) i
stad wynika teza. Zachodzi PA=AR jako boki kwadratu oraz BP=UA (jako
boki réwnolegtoboku) = AS (jako boki kwadratu). Zachodzi tez 4BPA +
4PAU = 180° (jako katy rownolegloboku), a takze 4RAS + £PAU = 180°
(bo razem z dwoma katami prostymi daja kat pelny). Wobec tego 4BPA =
4PAU, ckd. Za bardziej skomplikowane rozwiazanie (np. z uzyciem
twierdzenia kosinusow) odejmujemy 2 pkt.

Mamy 7-24-60° = 2'-3%.5%.7. Kazdy czynnik pierwszy wystepujacy w potedze
n+2
2

ustawmy je w szeregu i dodajmy jeszcze 2 kropki; teraz wskazanie 2 kropek — separatorow miedzy pozostatymi
kropkami ustala podziat n kropek na 3 grupy). Kazdy z czynnikow przydzielamy do grup niezaleznie od pozostatych,

n mozna przydzieli¢ do jednego z trzech czynnikow na ( ) sposoby (oznaczmy czynniki pierwsze kropkami,

9) (5) (4) (3
dlatego stosujemy regutg iloczynu. Wszystkich podziatow jest wigc (2 : 5 : 5 : 5 = 36-10-6-3 = 6480.
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Takie liczby istnieja, np. 41, 80, 320. Mamy 41+80+320 = 441 = 217, 80+320 = 400 = 207, 41+320 = 361 = 19, 41+80
=121 = 11°. Aby znalez¢ ten przykiad, zaktadamy, Ze trzy z tych liczb sa kwadratami kolejnych liczb naturalnych, tzn
atb+c = (x+1)? = x*+2x+1, a+h = x%i b+c = (x-1)? = x¥*-2x+1. Wobec tego ¢ = 2x+1 i a=4x. Stad a+c = 6x+1. Liczba ta
jest kwadratem np. dla x=20.

.Zakodujmy kolory ubran w kolejnos$ci marynarka — spodnie — trzewiki. Jest 6 mozliwosci, bo Zaden si¢ nie powtarza:
BCZ, BZC, CBZ, CZB, ZBC i ZCB. Zatézmy, ze Ziclenski nosit zestaw ZCB. Pozostali dwaj nie mogli nosi¢ ZBC,
CZB i BCZ (bo zielona marynarka, czarne spodnie i biale trzewiki sg juz zajete). Zostaty 2 mozliwosci CBZ i BZC, a
to sq cykliczne permutacje poczatkowo wybranego ZCB i mozna je przypisa¢ pozostalym panom na 2 sposoby.
Rozpatrujemy teraz wszystkie 6 mozliwos$ci ubioru Zielenskiego i po 2 mozliwo$ci ubioru pozostatych. Mamy tabelg:

l.p. | Zielenski Czarnecki Biatecki
1 | ZCB CBZ BzC
2 | ZCB BzC CBZ
3 |ZBC BCz CzB
4 | ZBC CzB BCz
5 |CBZ BzC ZCB
6 | CBZ ZCB BzC
7 | CZB ZBC BCz
8 | CZB BCz ZBC
9 BCz CzB ZBC
10 | BCZ ZBC CzB
11 | BZC ZCB CBz
12 | BZC CBZ ZCB

Skoro trzewiki Czarneckiego byly w kolorze marynarki Biateckiego, ostatnia litera w kolumnie C musi by¢ taka, jak
pierwsza w kolumnie B, co wyklucza wiersze nieparzyste. Sprawdzamy warunek, Zze osoba o nazwisku od koloru
spodni Biateckiego ma skarpetki w kolorze nazwiska pana w biatej marynarce. Np. w wierszu 2 biate spodnie ma
Biatecki, a biata marynark¢ ma Czarnecki, wigc Biatecki powinien mie¢ czarne trzewiki, a nie ma. Ten wiersz
wykreslamy. Podobnie analizujemy 5 pozostatych wierszy. Zostaja te o numerach 8 i 12. Teraz sprawdzamy warunek,
ze trzewiki Zielenskiego maja kolor od nazwiska osoby, ktorej spodnie maja kolor marynarki tego, kto ma nazwisko w
kolorze trzewikéw Czarneckiego. Ten warunek nie zachodzi w 8, a zachodzi w 12. Tam zielone trzewiki miat
Czarnecki i on jest ukochanym Arletty.
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W trapezie rownoramiennym przekatne o dtugosci 12 cm przecinaja si¢ w punkcie S pod katem
30°. Punkty K, L, M, N sa srodkami bokéw trapezu. Oblicz pole czworokata KLMN.

Zbior M zawiera wszystkie liczby siedmiocyfrowe o roznych cyfrach nalezacych do zbioru
{1, 2,3, 4,5, 6, 7}. Rozstrzygnij, czy w zbiorze M istnieje takich 77 liczb, ze suma 33 z nich
jest rGwna sumie 44 pozostatych.

1 1 1 1
Wykaz, ze jezeli —+—+— =———— dla niezerowych a, b, ¢ oraz a+b+c, to wérdd liczb a,
a b ¢ a+b+c

b, c jest para liczb przeciwnych.

Wykaz, ze liczba (2' + 1)(2% + 1)(2* + 1)(2° + 1)(2'° + 1)(2% + 1)(2* + 1) jest podzielna przez
218 1,

Na bokach AB, BC i CA trojkata ABC dane sa odpowiednio punkty M, N i P takie, ze |AM|:|MB|
= |IBN[:NC| = |CP|:|PA| = k. Jaka jest warto$¢ K, jezeli pole trojkata MNP stanowi 7/25 pola
trojkata ABC?

Przy drodze w odlegtosci 10 m jeden od drugiego lezaty stupki. Robotnik przenidst pojedynczo
wszystkie stupki, zaczynajac od pierwszego, tam, gdzie lezat ostatni. Ile bylo stupkow, jezeli
robotnik przeszedt drogg 40642,56 km?

2
lle wynosi dwucyfrowa koficowka liczby 20172 2

Udowodnij, ze jesli suma wysokosci trojkata jest dziewiegc razy wigksza od promienia okregu
wpisanego w ten trojkat, to trojkat jest rownoboczny.

Wyznacz funkcje f przedziatami liniowa, o ktorej wiadomo, ze f(|x—1|) = 2x—4.

lle jest liczb 10-cyfrowych o réznych cyfrach od 0 do 9, majacych te wiasnos¢, ze liczba
utworzona z pierwszej (od lewej) cyfry dzieli si¢ przez 1, utworzona z pierwszych 2 cyfr dzieli
si¢ przez 2, z pierwszych 3 cyfr dzieli si¢ przez 3, z pierwszych 4 cyfr dzieli si¢ przez 4, z
pierwszych 5 cyfr dzieli si¢ przez 5, ..., z pierwszych 9 — dzieli si¢ przez 9, a z 10 przez 10?
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Na mocy twierdzenie o linii $redniej trojkata powstaly czworokat jest rombem o boku dtugos$ci 6 cm (za brak
uzasadnienia tego faktu odejmujemy 3 pkt) o katach 30° i 150°. Wysoko$¢ opuszczona na bok rombu tworzy
trojkat ekierkowy 30-60-90, wiec ma 3cm dlugosci. Stad pole rombu wynosi 6:3=18 cm’ Za bardziej
skomplikowane rozumowanie, w szczegdlno$ci uzywajace trygonometrii, odejmujemy 2 pkt. Za brak jednostek
odejmujemy 1 pkt.

Liczby ze zbioru M maja sumg cyfr 28, czyli ich reszty z dzielenia przez 3 wynosza jeden (za brak uzasadnienia ze
reszta z dzielenia liczby przez 3 jest taka sama, jak reszta z dzielenia sumy cyfr tej liczby przez 3 odejmujemy 2
pkt). Suma 33 liczb ze zbioru M jest wigc podzielna przez 3, natomiast suma 44 takich liczb daje z dzielenia przez
3 resztg 2. Zatem takie dwie sumy nie moga by¢ réwne. Za bardziej skomplikowane rozumowanie odjac 2 pkt.

bc+ac+ab 1

abc a+b+c
(a+b+c)(bc+ac+ab). Po wymnozeniu nawiasow i redukcji wyrazow podobnych dostajemy 0 = a?b+ac+ab®+bc+
bc?+ac®+2abc = (a+b)(b+c)(c+a). Stad jeden z czynnikoéw musi by¢ zerem, ckd.

Po sprowadzeniu lewej strony do wspolnego mianownika mamy i dalej abc =

Mnozymy dana liczbg przez 1=2-1. Ze wzoru na roznic¢ kwadratow nawiasy kolejno si¢ redukuja i mamy
(21-1)(2M+1)(2%1)... = (2%1)(2%+1)(2*+1)... = (2*-1)(2*+1)(2%+1)(2"°+1)(2%%+1)(2%*+1) = ... Na koncu
otrzymujemy wynik 2'%—1, podzielnos¢ jest wiec oczywista. Mozna tez zauwazy¢, ze po wymnozeniu wszystkich
nawiasow otrzymamy liczbe 1+2'+2%+23+.. +2'%+2'% co daje liczbe zapisana samymi jedynkami w systemie
dwojkowym (127 sztuk), a to jest o 1 mniej niz kolejna potega dwojki, czyli 228-1.

Niech katy przy wierzchotkach A, B, C maja miary odpowiednio «, £, y, @ odcinki na bokach maja dlugosci
IMB|=a, INC|=b, |PA|=c. Wowczas |AB| = (k+1)a, |BC|=(k+1)b, |CA|=(k+1)c. Suma pol P;, P, P; trojkatow
odcietych przez MNP stanowi **/,5 pola ABC i wynosi “kacsina + Ykbasing + Yskcbsiny. Pole P trojkata ABC
wynosi Ya(k+1)%acsina = Ya(k+1)%absing = Y4(k+1)?besiny. Zatem trzykrotno$é pola ABC to (P1+P,+Ps)(k+1)%/k.
Natomiast %/,sP = P1+P,+P; = 3Pk/(k+1)2. Po skroceniu przez P mamy **/,5 = 3k/(k*+2k+1), co daje rownanie 6k*—
13k +6 = 0, Stad k="/3 lub k="/,.

Zatézmy, ze stupkow bylo n. Niosac pierwszy, robotnik pokonat 10(n-1) metréw, a nastgpnie dwukrotnie
pokonywat kazdy z dystansow od 10(n-2) do 10-1. Laczna droga wyniosta 10(1+2+...+n-1) + 10(1+2+...+n-2) =
10n(n-1)/2 + 10(n-1)(n-2)/2 = 5(n-1)(2n-2) = 10(n-1)*> = 40642560 m. Stad (n-1)° = 4064256. Dodatnim
pierwiastkiem tego rownania jest 2017.

Na podstawie algorytmu mnozenie pisemnego wnosimy, ze dwie ostatnie cyfry iloczynu zaleza tylko od
dwucyfrowych koncéwek czynnikow (za podanie tego faktu bez uzasadnienia odejmujemy 2 pkt). Mozna
sprawdzi¢, ze dwucyfrowe koncowki poteg liczby 17 uktadaja si¢ w cykliczny ciag dlugosci 20: 17, 89, 13, 21, 57,
69, 73, 41, 97, 49, 33, 61, 37, 29, 93, 81, 77, 09, 53, 01. Poniewaz 2016 jest podzielne przez 4, caly wyktadnik W
jest podzielny przez 4. Poniewaz 2016 daje reszte 1 z dzielenia przez 5, kazda potega 2016 daje rowniez reszte 1 z
dzielenia przez 5 (za brak uzasadnienia odejmujemy 3 pkt), zatem caty wyktadnik W daje reszte 1 z dzielenia przez
5. Mamy W=4n i W=5k+1, czyli 5W=20n i 4W=20k+4. Odejmujac stronami, otrzymujemy W=20(n-k)—4, co
oznacza, ze W z dzielenia przez 20 daje resztg 16. Zatem dwucyfrowa koncoéwka wyniku to 81.

Niech P oznacza pole trojkata, r — promien okregu wpisanego, a, b, ¢ — dtugosci bokow, a hy, h,, hy odpowiednio
wysokosci opuszczone na te boki. Zachodzi 2P = r(a+b+c) — ten wzor uczen powinien uzasadni¢ na prosbe jury,
jesli tego nie potrafi, odejmujemy 2 pkt. Zatem 2P(Y/,+'/y+;) = hy+hy+h; = 9r. Stad 9 = (a+b+c)(Ya+y+'/c) lub
rownowaznie (a+b+c)/3 = 3/(Y/+'y+'/). Otrzymalismy w ten sposob rownos¢ srednich arytmetycznej i
harmonicznej trzech liczb, ktora zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy a=b=c. Nier6wnos$¢ miedzy $rednimi na prosbg
jury uczen powinien uzasadni¢, inaczej odja¢ 3 pkt. Réwnosé 9 = (a+b+c)(M,+/y+') mozna tez zapisaé w
rownowaznej postaci 3 + (fy+/,) + Cl+°) + (°I+°), a poniewaz a, b, ¢ sa dodatnie, skorzysta¢ trzykrotnie z
nierownosci */+%, > 2, ktora daje rownos¢ wtedy i tylko wtedy, gdy a=b (za brak uwzglednienia zatozenia
dodatnio$ci odjac 2 pkt, nierd6wnos$¢ na prosbe jury nalezy uzasadnié, inaczej odjaé 3 pkt).

Z symetrii wystarczy narysowa¢ wykres dla x>1 i odbi¢ wzgledem prostej X=1. Za niezauwazenie symetrii i
rozpatrywanie osobno dwoch obszaréw odejmujemy 2 pkt. Na obszarze x>1 modut w réwnos$ci znika i szukany
wykres jest potprosta {(X, y): y=2x-4, x>1} przesuni¢ta 0 wektor [1, 0]. Zatem cata funkcja ma wzor

-2x-2,dlax<1
= 2x—6,dlax>1 "



10. Warunki zadania spetnia jako jedyna liczba 3816547290. Jej dziesiata cyfra musi by¢ 0 (bo dzieli sig¢ przez 10).
Suma cyfr 14+2+...49 = 45 i jest podzielna przez 9, wigc zawsze uda sig uzyskac podzielno$¢ przez 9. Na miejscach
parzystych (liczac od lewej) musza staé cyfry parzyste, wigc na miejscach o numerach nieparzystych — cyfry
nieparzyste, przy czym na V miejscu musi sta¢ 5. Na miejscu IV moze by¢ tylko 2 lub 6 (bo cyfre te poprzedza
cyfra nieparzysta, a tylko z taka koncoéwka liczba bedzie podzielna przez 4). Na VIII miejscu tez moze by¢ tylko 2
lub 6 (z tych samych powodow), przy czym jesli bedzie to 2, to musi by¢ poprzedzone przez 3 lub 7 (bo tylko takie
trzycyfrowe koncowki z cyfra parzysta na poczatku dziela si¢ przez 8), a jesli bedzie to 6, to musi by¢ poprzedzone
przez 1 lub 9. Wobec tego na miejscu Il i VI moze by¢ tylko 4 lub 8 (zwiazane z 2 i 6 na miejscu IV, tzn. 2
wystepuje z 4, a 6 z 8). Sprawdzmy wigc 2 przypadki: a) gdy na II miejscu jest 4 i b) gdy na IT miejscu jest 8. W a)
po bokach 4 musi by¢ 1 i 7 (w dowolnej kolejnosci), aby uzyska¢ podzielnos¢ przez 3. Wtedy na siedmiu
poczatkowych miejscach mamy 1472589 (bo na VIII miejscu musi by¢ 6 wiec przed nim 9) albo 7412589, ale
zadna z nich nie dzieli si¢ przez 7. Zatem zachodzi b). Na Il miejscu stoi 8, a obok (1 lub 7) z (3 lub 9) w dowolnej
kolejnosci. Musimy zatem sprawdzi¢ takie liczby: 1836547, 3816547, 1896547, 9816547, 1896543, 9816543,
7896543, 9876543. Podzielnos¢ przez 7 daje tylko 3816547, wigc taki musi by¢ poczatek liczby. Pozostata cyfra 2
na miejsce VIII i cyfra IX na miejsce 9. Wykonalismy 8 bezposrednich sprawdzen. Za rozwiazanie, w ktérym jest
ich istotnie wigcej odejmujemy co najmniej 2 punkty. Za podanie wyniku bez uzasadnienia jego jedynosci
przyznajemy 4 pkt.
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. W tréjkacie ABC poprowadzono srodkowa CD i wyznaczono na niej punkt E, ktory podzielit t¢
srodkowa w stosunku 1:3, liczac od wierzchotka. Prosta przechodzaca przez punkty Ai E
przecina bok BC w punkcie P. W jakim stosunku P dzieli bok BC?

Pewna liczba zapisana w systemie dziesigtnym ma cyfrg jednosci rowna 5 i jest czterokrotnie
mnigjsza od liczby, ktora powstanie z przeniesienia tej cyfry na poczatek. Jaka jest najmniejsza
liczba o tej wlasnosci?

. Rozwiaz w liczbach dodatnich nierowno$¢ x* < x**.

Dana jest szachownica o wymiarach 6x6, na ktorej zostato utozone 18 ptytek o wymiarach 1x2.
Udowodnij, Ze istnieje prostoliniowe cigcie szachownicy wzdtuz linii kratowych
nieprzecinajace zadnej z plytek.

. Punkty kratowe o wspotrzednych naturalnych ustawiono w nastepujacy ciag (1, 1), (2, 1), (1, 2),
(3,1),(2,2),(1,3),(41),32),(23),(1,4),5,1),4,2),(3,3),(2,4),(1,5), ... itd. Jaki
punkt znalazt si¢ na 2017 miejscu tego ciagu? Podaj formutg algebraiczna na n -ty wyraz tego
ciagu.

20173 +2016°
20172 -2016%

. Oblicz sprytnie

. Dane jest rownanie ax” + bx + ¢ = 0, gdzie a, b, ¢ sa jednocyfrowymi liczbami pierwszymi. lle z
takich r6wnan ma przynajmniej jeden pierwiastek catkowity?

. Rozwiaz réwnanie w liczbach catkowitych dodatnich x! + 76 = y2.

Na tablicy nauczyciel zapisat 2016 znakéw ,,+” oraz 2017 znakoéw ,,—. Nastepnie uczniowie
zaczgli je zmazywac (kazdy po 2 sztuki) wedtug nastgpujacych regut: jesli uczen zmazat 2
jednakowe znaki, zastgpowatl je znakiem ,,+”, a jesli 2 r6zne znaki, zastgpowat je znakiem ,,—.
Znaki zmazywano dopdty, dopoki na tablicy nie pozostat jeden symbol. Jaki to byt symbol?

2
a~ b c _
10. Znajdz najmniejsza warto$¢ wyrazenia — + 2 + 3 gdzie a, b, ¢ sa dodatnie.

b
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Mamy |CE[:|ED| = 1:3. Na prostej CD rozpoczynajac od punktu C odktadamy 7 razy odcinek CE i przez uzyskane
w ten sposob punkty prowadzimy proste rownolegte do AE. Punkty przeciecia tych prostych z odcinkiem AD
dziela go na 3 réwne czesci (bo dziela ED na 3 rowne czesci i stosujemy twierdzenie Talesa). Punkty przecigcia
dorysowanych prostych z odcinkiem DB takze dziela go na 3 rowne czesci (bo AD=DB). Mamy zatem 7 prostych
réwnoleglych, ktore (z twierdzenia Talesa) dziela CB na 7 rownych czgéci i pierwsza z nich przechodzi przez P.
stad |CP|:|PB| = 1:6.

Korzystajac z algorytmu mnozenia pisemnego, mnozymy cyfre jednosci (=5) przez 4 i otrzymujemy 20, stad
wiemy, ze cyfra dziesiatek szukanej liczby to 0. Z mnozenia 0 przez 4 otrzymujemy 0 i dodajemy 2 z
przeniesienia, zatem cyfra setek szukanej liczby to 2. Analogicznie uzyskujemy jako kolejne cyfry od prawej 8, 2,
1. Na tym kKonczymy, bo 4-1 i 1 z przeniesienia daje na poczatku cyfreg 5. Zatem szukana liczba to 128205.

Z definicji funkcji wyktadniczej x>0. Dla x=1 zachodzi réwno$¢. Rozwazmy osobno przypadki a) Xx<1 i b) x>1.

a) Funkcja wyktadnicza o podstawie mniejszej od 1 jest malejaca, zatem nier6wno$¢ migdzy warto§ciami daje
réwnowaznie nieréwnos¢ miedzy wyktadnikami x* > x? i dalej na mocy tego samego argumentu x<2. Zatem w tym
przypadku nieré6wnos¢ jest tozsamoscia.

b) Funkcja wyktadnicza o podstawie wigkszej od 1 jest rosnaca, zatem dana nieréwnos¢ jest rownowazna X* < x? i
dalej x<2. Zatem w tym przypadku 1<x<2.

Ostatecznie rozwiazaniem nieréwnosci jest zbior (0, 2)\{1}. Konieczne jest wyrazne rozwazenie kazdej funkcji
wykladniczej z osobna. Stwierdzenie typu ,,funkcja X jest malejaca dla x<1” jest falszywe (ta funkcja ma minimum
w Y/, i potem rosnie). Za takie przektamanie przyznajemy 7 pkt.

Kazde prostoliniowe cigcie szachownicy 6x6 wzdhiz linii kratowych dzieli szachownicg na dwie czgsci o
parzystych liczbach pol. Stad wynika, Ze jesli szachownicg pokryjemy ptytkami o wymiarach 1x2, to kazde
prostoliniowe cigcie szachownicy wzdhuz linii kratowych przetnie parzysta liczbe ptytek (bo gdyby byto inaczej,
po jednej stronie cigcia znalaztaby si¢ nieparzysta liczba pél). Zatézmy (wbrew tresci zadania), ze kazde
prostoliniowe cigcie szachownicy wzdtuz linii kratowych jaka$ plytke przecina. Wowczas musi przecina¢ co
najmniej 2 plytki. Wszystkich prostoliniowych cigé szachownicy jest 10 (5 pionowych i 5 poziomych). Kazda
ptytka moze by¢ przecigta tylko przez jedno prostoliniowe cigcie. Zatem musiatoby by¢ co najmniej 2-10=20
plytek, co jest sprzeczne z warunkami zadania. Za rozumowanie na przyktadach przyznajemy do 3 pkt.

Ciag ‘wedruje’ wzdhuz kolejnych linii przekatniowych o dtugosciach 1, 2, 3, ... Sumy liczb wyrazoéw z kolejnych
przekatnych daja kolejne liczby trojkatne. Najwicksza liczba trdjkatna nie przekraczajaca 2017 jest 2016, bo
1+2+3+...+k = ®*¥, = 2016, daje k=63. Zatem 2016 wyrazéw zapelni 63 linie przekatniowe, a wyraz 2017 bedzie
pierwszym w 64 linii, zatem bedzie wynosit (64, 1). Do tego miejsca przyznajemy 3 pkt. Ogolna formuta a, =
(k+2—j, |), gdzie Ty jest najwicksza liczba trojkatna nie przekraczajaca n i n=T+j = 1+2+3+...+k + j = “¥/+j dla
j<k+1.

a’+b® _(a+b)(a’-ab+b?)
a® —b? (a+b)(a—b)

wyrazenie z zadania to 2017°-2017-2016+2016% = 2017(2017-2016)+20162 = 2017+2016° = 4066273.
Wykonali§my 1 mnozenie i jedno dodawanie. Za bardziej skomplikowane rachunki odejmujemy 2 pkt.

Upraszczamy wyrazenie . Réznica a i b wynosi w tym przypadku 1, zatem

Poniewaz a, b, ¢ sa pierwsze, sa liczbami catkowitymi wigkszymi od 1. Jes$li rownanie kwadratowe ma pierwiastek
catkowity P, mozna je zapisa¢ jako (Ax—P)(Bx—Q). Skoro wyraz wolny c=PQ jest pierwszy, liczby P i Q moga by¢
réwne £1 lub +c. Podobnie poniewaz a =AB jest pierwsze, liczby A i B moga by¢ rowne 1 lub ta. Z dodatnio$ci a
i ¢ mozliwoéci ujemne odpadaja. Zatem postac iloczynowa trojmianu wyglada tak (ax+c)(x+1) lub (ax+1)(x+c). Z
poréwnania wspotczynnikow w pierwszym przypadku b=a+c, a w drugim b=ac+1. Dla liczby pierwszej b=a+c,
albo a, albo ¢ musi by¢ rowne 2, wige (a, b, €) jest jedna z trojek (2, 5, 3), (2, 7, 5), (3, 5, 2) lub (5, 7, 2). Dla liczby
pierwszej b=ac+1, jedna z liczb a, ¢ lub obie te liczby sa rowne 2, wige (a, b, C) jest jedna z trojek (2, 5, 2), (2, 7,
3) lub (3, 7, 2). W sumie jest 7 rOwnan spelniajacych warunki zadania. Za pominigcie kazdego przypadku
odejmujemy 4 pkt do zera.

Niech y=8k+r. Wowczas y* = 64k*+16kr+r?, czyli kwadrat liczby z dzielenia przez 16 daje reszty takie, jak
kwadraty liczb od 0 do 7, czyli 0, 1, 4 lub 9. Dla x>6, x! jest wielokrotnos$cia 6!=720, czyli dzieli sie przez 16,
zatem x!+76 daje z dzielenia przez 16 reszte taka jak 76, czyli 12, a wigc nie moze by¢ kwadratem. Pozostaly do
sprawdzenia x od 1 do 5, Dla x=1, 2, 3 otrzymujemy reszty z dzielenia przez 16 odpowiednio 13, 14, 2, zatem te
liczby nie moga by¢ kwadratami. Dla x=4 mamy x!+76=100=107, a dla x=5 mamy x!+76=196=14% Jedyne pary
spetniajace rownanie to (4, 10) i (5, 14). Za odpowiedz bez uzasadnienia jedynosci odejmujemy 2 pkt. Za kolejne
sprawdzenia bez wczesniejszego ograniczenia ich liczby odejmujemy 4 pkt.



10.

Procedura zmazywania zachowuje parzysto$¢ liczby minusow. Poniewaz na poczatku byto ich nieparzyscie wiele i
to si¢ nie zmienia, na koncu musi pozosta¢ znak ,,— . Za bardziej skomplikowane rozumowanie odejmujemy 2 pkt.
Za rozumowanie na przyktadach przyznajemy 2 pkt.

Stosujemy nierownos$¢ miedzy Srednig arytmetyczna i geometryczng dwoch liczb. Uczen na prosbe jury powinien
ja uzasadni¢, jesli tego nie potrafi, odejmujemy 2 pkt. Zacznijmy od liczb a%/b i b/c?. Otrzymujemy

a’/ . b
b C2 a2 b a .
T > b 4 2 = E Te sama nierdwnos$¢ stosujemy teraz do liczb 2a/c i c/a. Mamy

2

a- b ¢ Pa/ o/
F + C_2 + g > 4°, >2 2% . % = 2\2. Dane wyrazenie nie przekracza wiec tej wartosci (do tego

miejsca przyznajemy 5 pkt). Nalezy jeszcze pokazaé, ze warto$¢ ta jest przyjmowana dla jakich§ wartosci a, b i c.
Réwnosci w nierownosciach zachodza wtedy i tylko wtedy, gdy a?/b = b/c? oraz 2a/c = c/a. Przyjmijmy a=1.
Podstawiajac ja do II rownania, dostajemy c=\2, a z I rownania dostajemy wtedy b=v2.



