Dolnoslas, ia

Dolnoslaskie Mecze Matematyczne 2025/26
Final (klasy 7-8 SP)

10.

. Dla liczby naturalnej n symbolem n! oznaczamy iloczyn 1-2-3-...- (n — 1) - n, tzn. iloczyn

wszystkich liczb naturalnych miedzy 1 a n. Jakie cyfry dziesiatek moze mie¢ n!? Uznajemy, ze liczba
jednocyfrowa ma cyfre dziesiatek rowng zero.

. Czy istnieje trojkat o wysokosciach dtugosci 7, 3, 27

Znajdz wszystkie rozwigzania réwnania z? = 2 - 2026 + 16y w liczbach calkowitych, tzn. wszystkie
pary (z,y) t. ze liczby x,y sa calkowite oraz spelniaja powyzsze réwnanie.

Czy z dowolnych 42 liczb naturalnych mozna wybraé 7 tak, aby suma wybranych liczb byta podzielna
przez 77

. Po zewnetrznej stronie réwnolegtoboku ABCD zbudowano tréjkaty rownoboczne BPC i CQD.

Pokaz, ze tréjkat AP(Q takze jest réwnoboczny.

. W szkole podstawowej w Bychawie uczy sie 20 dzieci. Wiadomo, ze kazda para uczniéw ma co

najmniej jednego wspolnego dziadka. Pokaz, ze jeden z dziadkéw ma co najmniej 14 wnuczat uczesz-
czajacych do tej szkoty.

. Na bokach sze$ciokata napisano 6 liczb, a na kazdym wierzchotku napisano sume liczb z bokéw, na

ktérych lezy. Nastepnie zmazano wszystkie liczby z bokéw i z jednego z wierzchotkow. Czy da sie
odzyskaé liczbe, ktora byta napisana na tym wierzchotku?

. W tréjkacie AABC zachodzi zalezno$é <CAB < <CBA. Udowodnij, ze |BC| < |AC]|.

. Antek i Bartek graja razem w nastepujaca gre. Antek wymysla pewng liczbe dwucyfrowa, a nastepnie

Bartek w kolejnych prébach probuje ja zgadnaé. Jezeli liczba, ktora zgadt Bartek, rézni sie od liczby
Antka na cyfrze jednosci albo na cyfrze dziesiatek o co najwyzej 1 to gra si¢ konczy (przyktadowo,
jezeli liczba Antka to 75 to 65 1 76 koncza gre, ale 84 nie). Pokaz, ze Bartek moze graé tak, aby gra
skonczyla sie po co najwyzej 22 turach.

Liczby od 1 do 101 zapisano po kolei od lewej do prawej, tworzac w ten sposéb pewng liczbe. Pokaz,
ze jest ona zlozona i nie jest kwadratem.
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Rozwigzania zadan (klasy 7-8 SP)

1. Zauwazmy, ze dla k > 10 w k! wystepuja czynniki 2,5,10, a wiec caly 2-5-10 = 100 | k!, wiec
cyfra dziesiatek zawsze wynosi 0. Reczne sprawdzenie k! dla k = 1,2,...,9 pokazuje, ze pojawiaja
sie cyfry 0, 2,4, 8.

2. Nie istnieje. Zalézmy nie wprost, ze P to pole takiego trojkata. Musiatby on mieé¢ boki dlugosci
2P _2P 2P
7 3 2

Zeby spelniaé¢ warunek tréjkata, musialoby zatem by¢

2P+2P>2P
7 3 2
1+1>1

7T 3 2

6+14>21
42 42 42
20>21

42 42

Jest to oczywiscie sprzeczne, co konczy dowdd.

3. Przenoszac y na drugg strone otrzymujemy rownanie
(x —4y)(z +4y) =2-2- 1013,

gdzie po prawej stronie jest rozktad liczby 2 - 2026 na czynniki pierwsze. Zauwazmy, ze oba czynniki
z lewej strony réwnania musza by¢ tej samej parzystosci. Daje to cztery mozliwosci rozktadu w

liczbach catkowitych:
22026 = 2026 -2 = —2- —2026 = —2026 - —2.

Uzyskujemy zatem cztery uktady réwnan, np.

r—4y=-2
x + 4y = —2026

Z tego ukladu otrzymujemy rozwiazanie (z,y) = (—1014,253). W czterech przypadkach nasze cztery
rozwiazania to: (1014, —253), (1014, 253), (—1014, 253), (—1014, —253).

4. Tak, jest to zawsze mozliwe. Zauwazmy, ze 42 = 7 - 6. Mamy zatem dwa przypadki: albo ktéras
reszta z dzielenia przez 7 wystepuje wérdd naszych 42 liczb 7 lub wiecej razy, albo wszystkie reszty
wystepuja po 6 razy.

W pierwszym przypadku wybieramy 7 liczb o tej samej reszcie r. Wtedy ich suma ma reszte taka

samg jak
r+r+...4+r="7r

czyli jest podzielna przez 7.
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W drugim przypadku wybieramy 7 liczb tak, by skorzysta¢ z kazdej mozliwej reszty z dzielenia przez
7 raz. Suma ma wtedy reszt¢ taka sama jak

O+1+2+3+4+5+6=21=3-7,

czyli tez jest podzielna przez 7.

. Oznaczmy a = |AD| = |BC| = |BP| = |CP|, b= |AB| = |CD| = |CQ| = |DQ| oraz o = <DAB =

<BCD. Wtedy <ABC = <CDA = 180° — a z wlasnoéci rownolegtoboku.

Pokazemy, ze tréjkaty AABP, AQCP oraz AQDA sa przystajace z cechy bkb. Bok AB (i odpowia-
dajace) maja dlugos¢ b, a boki BP i odpowiadajace ma dtugosé a. Obliczamy

<JABP = <ABC + <BCP = 180° — a + 60° = 240° — «.

Zupelnie analogicznie obliczamy <QQDA = 240° — «. Dla ostatniego kata korzystamy z tego, ze
znamy wszystkie katy dookota

<QCP = 360° — <QCD — <DCB — <BCP = 360° — 60° — o — 60° = 240° — a,

co konczy dowdd przystawania trojkatéw.

. Jezeli wszyscy uczniowie maja tych samych dwéch dziadkéw (sa kuzynami) to kazdy z tych dziadkéw

ma 20 wnuczat. Jezeli tak nie jest, to istnieja dwaj uczniowie: Frania, ktorej dziadkami sg Alojzy
i Bartlomiej oraz Jasia, ktérej dziadkami sa Alojzy i Czestaw (Frania i Jasia musza mieé¢ jednego
wspélnego dziadka). Jezeli w tej klasie jest Hania, ktorej tylko jednym z dziadkéw jest Alojzy,
Barttomiej albo Czestaw to jej dziadkiem jest Alojzy, bo musi mie¢ wspdlnego dziadka z Franig i
Jasig. Wéwczas wszyscy pozostali uczniowie muszg byé¢ wnukiem Alojzego, bo muszg mieé¢ wspdlnego
dziadka z Frania, Jasia i Haniag. Wtedy Alojzy ma 20 wnuczat.

W przeciwnym przypadku, gdy w szkole nie ma takiej osoby jak Hania, to Alojzy, Barttomiej i
Czestaw sa jedynymi dziadkami oséb w tej szkole. Mozemy wtedy podzieli¢ uczniéw tej szkoty na
3 zbiory AB - wnuczeta Alojzego i Barttomieja, BC - wnuczeta Bartlomieja i Czestawa, AC -
wnuczeta Alojzego i Czestawa. Gdyby wszystkie te zbiory miatyby co najmniej 7 uczniéw, to w tej
szkole byloby co najmniej 7+ 7 + 7 = 21 uczniéw, co jest niemozliwe. Zatem bez straty ogdlnosci
zalézmy, ze w BC' jest co najwyzej 6 uczniéw. Wtedy Alojzy ma co najmniej 20 — 6 = 14 wnuczat.

. Da sig¢ to zrobi¢. Nazwijmy liczby na wierzchotkach tego szesciokata A, B,C, D, E, F, gdzie A jest

wierzchotkiem, z ktorego zmazano liczbe. Zauwazmy, ze przed zmazaniem musialo zachodzi¢ A +
C+ FE =B+ D+ F, poniewaz lewa i prawa strona sg réwne sumie liczb zapisanych na krawedziach.
Zatem A=B+ D+ F—-C—-F.

Z podanej nier6wnoéci miar katow wynika, ze mozemy znalezé na boku AC taki punkt D, ze
<DBA = <CAB. Tréjkat AABD jest wtedy réwnoramienny, tzn. zachodzi |AD| = |BD|. Laczac
ten fakt z nieréwnoscia trojkata w trojkacie ABDC otrzymujemy

IBC| < |BD| + |DC| = |AD| + |DC| = |AC].

. Umie$émy wszystkie liczby od 10 do 99 w tabeli o 10 kolumnach i 9 wierszach w taki sposéb,

aby kolumna odpowiadala cyfrze jednosci a wiersz cyfrze dziesiatek. Kazdy ruch Bartka wyklucza
co najwyzej 5 mozliwosci na liczbe Antka (na szachownicy wyglada to jak +). Widzimy wiec, ze
zadaniem Bartka jest wybraé¢ 22 takich liczb, aby zamalowanie odpowiednich ” pluséw” pokryto cata
szachownice. Moze on to zrobi¢, wybierajac na przyktad liczby:

11,13,17, 25,29, 30, 32, 37, 44, 49, 51, 56, 63, 68, 70, 75, 82, 87, 89, 90, 94, 97

Policzmy sume cyfr tej liczby. Kazda z cyfr 1,...,9 wystepuje jako cyfra dziesiatek liczby zapisanej
10 razy. Kazda z cyfr 0, ..., 9 pojawia sie jako cyfra jednosci liczby dwucyfrowej 9 razy. Zatem suma
cyfr jest rowna:

1424494+ 10-(14+2+...94+9-(04+1+...9)+(14+0+0)+ (1 +0+1) =903. Zatem jest
ona podzielna przez 3, wiec jest ztozona, ale nie przez 9, wiec nie jest kwadratem.



