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10.

. Czy istnieje kwadrat, ktérego bok ma dlugosé¢ réwng liczbie catkowitej, a pole zapisuje sie liczba

ztozong z 2028 jedynek?

. W pewnym bloku mieszkaja 123 osoby, ktére razem majg 3813 lat. Czy mozna wybraé z tego bloku

pewnych 100 mieszkancow, ktorzy razem maja nie mniej niz 3100 lat?

. AB jest cieciwa okregu o promieniu R. W punkcie B poprowadzono styczng do tego okregu. Prosta

przechodzaca przez punkt A i prostopadta do stycznej przecina ja w punkcie C. Udowodnié¢, ze

2
stosunek |AB] nie zalezy od wyboru cieciwy.
[AC] y y CCIwy.

1 1
V2++/3 Tt V9944100

Oblicz sume: 1+1 75T

. Domy Alojzego i Bogusza znajduja sie po tej samej stronie prostej drogi, ktora jest réwnolegla

do prostej taczacej te domy. Oba budynki znajduja sie odlegtosci 20 metréw od drogi, a odlegtosé
miedzy domami Alojzego i Bogusza to 40 metréw. Gdzie na drodze znajduje sie punkt, w ktérym
suma odleglosci od obu doméw jest najmniejsza mozliwa?

Na rysunku u dohu strony punkty D, E, F sa $érodkami odcinkéw odpowiednio BF,CD, AE. Jesli
pole tréojkata DEF to 10, jakie jest pole tréjkata ABC?

Druzyna nauczycieli gra z druzyna uczniéw w konkursie naukowym. tf.gcznie uczniéow i nauczycieli
jest 15. Filomena chce dotaczyé¢ do rozgrywki. Jesli Filomena dotaczy do uczniéw, podniesie ich
srednig wieku z 12 do 14 lat, a jesli dotaczy do nauczycieli obnizy ich $rednig z 55 do 52 lat. W
jakim wieku jest Filomena?

. Po imprezie sylwestrowej kilku znajomych malzenstw uczestnicy pozegnali sie usciskami dtoni. Wy-

mieniono 112 usciskow dloni, po czym malzenstwa udaly sie razem do swoich doméw. Ile tacznie
malzenstw witato nowy rok na tej imprezie?

. Ile co najmniej réznych liczb naturalnych nalezy wylosowac, aby mie¢ pewno$é, ze znajdziemy wérod

nich dwie, ktérych réznica dzieli sie przez 20267

Reszta z dzielenia pewnej liczby pierwszej przez 21 okazala sie by¢ liczba ztozona. Jaka mogta byé
ta reszta?
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Rozwigzania zadan (klasy 7-8 SP)

. Taki kwadrat nie istnieje. Liczba 2028 jest podzielna przez 3 ale nie przez 9, korzystajac z zasad
podzielnoéci przez 3 i 9 wiemy, ze to samo tyczy sie pola kwadratu. Ale pole kwadratu jest kwadratem
liczby catkowitej, zatem jezeli jest podzielne przez 3, to jest tez podzielne przez 9.

. Niech I; <y < ... <lj23 odpowiednio oznaczaja wiek oséb mieszkajacych w tym bloku. Rozwazmy
przypadki w zaleznosci od tego, czy log < 31. Jedli tak, to suma pierwszych 23 wiekéw to najwyzej
23 - 30 = 690, wiec suma pozostalych to co najmniej 3813 — 690 = 3123. Jedli natomiast lo3 > 31, to
suma od l34 do l19p wynosi co najmniej 31 - 100 = 3100. Zatem w obu przypadkach da sie¢ zrobié to,
co trzeba w zadaniu.

Niech D bedzie srodkiem cieciwy AB a O $rodkiem okregu. Kat
ODB jest prosty a katy CAB i DBO sa réwne, bo odcinki AC
i OB sa rownolegle. Zatem tréjkaty ABC i OBD sg podobne,

- poniewaz maja odpowiednie katy réwne. Wiec % = ;g—g‘ =
2
%, co po przeksztalceniu daje nam % = 2R. Zatem ten
stosunek zalezy tylko od promienia okregu.
VEF1—VE _ VEHI—VE _ VE+1-VE

1 —
" VEHVERL T (VEHI+VE) (VEFI-VE) — (kHD)=E T
Dlatego 15 + ... + ostoms = (V2= 1) + (V3= v2) +... + (V100 — v/99) = —1 + V100 = 9.

. Niech punkt A oznacza dom Alojzego, a B — dom Bogusza. Ponadto niech prosta £ bedzie droga, a
C szukanym najblizszym punktem. Niech B’ — odbicie symetryczne punktu B w prostej £. Wtedy
|AC| + |BC| = |AC| + |B'C|. Ta druga suma jest najmniejsza, gdy C lezy na prostej AB’. Punkt C
musi by¢é¢ zatem $rodkiem miedzy rzutami prostokatnymi punktéw A, B na £. 7 tw. Pitagorasa lub
wlasnosci tréjkata prostokatnego réwnoramiennego odlegtosé wynosi:

2-20V2 = 40V2.

. Przypomnijmy nastepujacy fakt: trojkaty o réwnych podstawach i wysokosciach maja réwne pole.
W szczegdlnosci, jesli M jest érodkiem odcinka XY, to trojkaty XM Z i Y M Z maja rowne pola. W
szczegolnosci trojkat C EF ma pole rowne polu trojkata DEF, czyli 10. Z tego samego faktu wynika,
ze takie samo pole ma trojkat AF'C. Zatem pole trojkata ACE to 20. Analogicznie wnioskujemy, ze
pola tréjkatéw CBD i BAF to 20, wiec trojkat ABC ma lacznie pole 3 - 20 4+ 10 = 70.

. Niech n oznacza liczbe uczniéw. Nauczycieli jest zatem 15 — n. Laczny wiek uczniéw to 12n, a
nauczycieli 54(15 — n). Wykorzystujac informacje o wieku Filomeny otrzymujemy réwnania
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Przeksztalcamy pierwsze réwnanie
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10.

co po przeksztalceniu daje 2 = (f—12)/(n+1). Przenoszac mianownik na druga strone i, powtarzajac
te kroki dla drugiego réwnania, otrzymujemy uktad réwnan

f—12=2(n+1)
55— f =3(16 — n)

Rozwiazanie uktadu rownan daje f = 28.

. Niech m oznacza liczbe malzenstw na imprezie. Kazdy uczestnik imprezy pozegnal sie z kazdym

poza swoim malzonkiem, zatem usciskéw dloni bylo tacznie 2m(2m — 2)/2 = 2m(m — 1) — musimy
podzieli¢ przez 2, gdyz kazdy uscisk liczymy podwdjnie. Z réwnania 2m(m — 1) = 56 obliczamy, ze
m = 8.

. Roznica dwoch liczb dzieli sie przez 2026 wtedy i tylko wtedy, gdy przystaja do siebie modulo 2026

to znaczy obie daja ta sama reszte z dzielenia przez 2026. Reszt z takiego dzielenia jest 2026 (od 0
do 2025), zatem musimy wylosowaé az 2027 liczb aby z zasady szufladkowej mie¢ pewnosé, ze ktéras
reszta sie powtérzy.

Niech p to ta liczba pierwsza. Wtedy p = k- 21 + r, dla pewnych naturalnych k,r, przy czym r jest
zlozone. Poniewaz r < 21 to moze by¢ réowne 4,6,8,9,10,12,14, 15,16, 18,20. Liczba r jednak nie
moze by¢ podzielna przez zaden dzielnik liczby 21 oproécz 1, bo wtedy k-2141r byloby podzielne przez
ten dzielnik co przeczy pierwszoéci p. Po wykluczeniu takich kandydatéw na r zostaja nam jedynie
4,8,10, 16, 20. Mozna sprawdzi¢, ze takie reszty przy dzieleniu przez 21 otrzyma sie odpowiednio dla
67,29, 31,37,41.



