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Dolnoslaskie Mecze Matematyczne 2025/26
Eliminacje (klasy 7-8 SP)

10.

. Zmajdz wszystkie liczby pierwsze p, dla ktérych 3p + 1 jest kwadratem liczby naturalne;j.

. Dany jest trapez ABCD o podstawach AB i C'D, ktérego przekatne przecinaja sie w punkcie S.

Przez punkt S poprowadzono prosta rownolegta do AB, ktora przecina ramiona AD, BC trapezu
w punktach odpowiednio E i F. Udowodnij, ze |ES| = |SF].

Czy liczby naturalne od 1 do 33 da sie podzieli¢ na 11 tréjek tak, by w kazdej trdjce najwicksza
liczba byta suma dwdch pozostatych?

. Na tablicy napisano ciag 202620266202666 . . . 202 (liczba szdstek pomiedzy podciagami postaci 202

zwigksza si¢ za kazdym razem o 1, ciag konczy si¢ ciagiem cyfr 202). Ile wynosi suma cyfr napisanych
na tablicy, jezeli wiadomo, ze napisano 168 cyfr?

. Asia, Basia, Cesia i Daria dzielg miedzy soba N monet w taki sposéb, ze liczba monet otrzymana

przez kazda z osob jest liczbg catkowita. Dodatkowo liczba monet Asi jest rowna jednej trzeciej
tacznej liczby monet pozostalych, liczba monet Basi jest rowna jednej piatej tacznej liczby monet
pozostalych, a liczba monet Cesi jest réwna jednej sibdmej tacznej liczby monet pozostatych. Jaka
jest najwieksza mozliwa wartosé¢ N jezeli wiemy, ze N < 1007

. Udowodnij, ze jezeli ¢ = § + % + ﬁ dla pewnych dodatnich liczb catkowitych a, b, ¢ to ¢ jest podzielne

przez 3.

. Ile wspélnych dzielnikéw maja liczby 999999999 oraz 9999999999 (cyfra 9 powtdrzona odpowiednio

91 10 razy)?

. Ile jest liczb pieciocyfrowych podzielnych przez 177

. Udowodnij, ze jesli w tréjkacie ABC wysokosé i srodkowa poprowadzone z punktu A sa tym samym

odcinkiem, to |AB| = |AC.

Tréjkat ABC ma pole 16. Punkty A’, B',C’ sa $rodkami odpowiednio bokéw BC,CA, AB. Jakie
jest pole trojkata A’B'C'?
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Rozwigzania zadan (klasy 7-8 SP)

. Jedyna taka liczba pierwsza jest 5. Chcemy bowiem znalezé wszystkie liczby pierwsze p, dla ktérych
istnieje a, takie ze 3p + 1 = a2, czyli 3p = (a + 1)(a — 1). Z jednoznacznoéci rozktadu na czynniki
pierwsze wiemy, ze mamy tylko nastepujace przypadki:

e 3=a+1,p=a—1, lecz wowczas p = 1. Sprzecznosc.

e 3=a—1,p=a+1, wtedy p=>5.

e 1l=a+1,3p=a— 1, wtedy réwniez otrzymujemy sprzecznosc.

e 1=0a—1,3p=a+ 1, ponownie p = 1, co jest niemozliwe.
Dlap =25, 3p+1=16 = 42, co kohczy rozwigzanie.

. Dorysujmy wysoko$¢ trapezu DK, ktora przecina ES w punkcie M, oraz wysoko$¢ CL, ktora prze-
cina SF w punkcie N. Tréjkaty DES i DAB sa podobne, a zatem mamy:

|ES|  |AB|
|DM|  |DK|’
czyli
|AB|
ES|=——|DM

Podobnie z podobienstwa C'SF i CAB otrzymujemy

|AB|
SF|=——|CN
|SF] |CL| | |
Poniewaz EF jest réwnolegte do AB, a DK, CL to wysokosci to mamy % = %. Istotnie wiec

|ES| = |SF|.

. Jest to niewykonalne. Wezmy pod lupe jedna z takich tréjek: a, b, c. Zatézmy, ze ¢ = a + b. Wowczas
a+b+c = 2¢c. Oznacza to, ze suma wszystkich liczb we wszystkich tréjkach musiataby by¢ parzysta.
Jednakze suma liczb od 1 do 33 nie jest parzysta, gdyz jest réwna

34-33

=17-33
2

. Niech k oznacza liczbe wystapien podstowa 2026 na tablicy, wtedy podstowo 202 wystepuje k + 1

razy (jeden dodatkowy raz na koncu). Liczba széstek wynosi 1 +2 + --- + k = k(k; 1), liczba zer

to k + 1, a dwéjek to 2(k + 1). Zatem na tablicy napisano 3k + 3 + k(k;l) = k2+;k+6 = 168 =
15247-154+6
2

cyfr. Wynika z tego, ze napisano 32 dwdjek, 16 zer i 120 szostek, wiec suma cyfr wynosi
2:3240-16+6-120 = 784.

. Oznaczmy przez A, B,C, D liczby monet Asi, Basi, Cesi i Darii odpowiednio. Z warunkéw w tresci
wiemy, ze 3A = B+C+D,5B=A+C+D,7C =A+B+ D, N = A+ B+C+ D. Przeksztalcajac
pierwsze trzy réwnosci otrzymujemy N = 44 = 6B = 8C, co jest réwnowazne z podzielnoécia N
przez 24. Najwigksza wielokrotnosé 24 mniejsza od 100 to 96 i faktycznie A = 24, B = 16,C =
12, D = 44 dzialaja.



10.

. Pomnézmy obie strony réwnania przez ab: abc = a? + b> + 1. Jezeli a jest podzielne przez 3 to lewa

strona jest podzielna przez 3, a reszta z dzielenia przez 3 prawej strony jest réwna 1 albo 2. Zatem a
nie moze by¢ podzielne przez 3. Sytuacja jest symetryczna dla b wigc ono tez nie moze by¢ podzielne
przez 3. Poniewaz a oraz b nie sa podzielne przez 3 to reszty z dzielenia przez 3 liczb a? i b% sa réwne
1, wiec prawa strona jest podzielna przez 3. Wynika z tego, ze lewa strona tez jest podzielna przez
3 pomimo tego, ze a oraz b nie sa, co jest mozliwe tylko gdy c¢ jest podzielne przez 3.

Wspdlne dzielniki dwoch liczb to dzielniki ich NWD. Obliczamy z algorytmu Euklidesa
nwd (999999999, 10 - 999999999 + 9) = nwd(999999999,9) = 9 - nwd(111111111,1) =9-1 =19,

wiec podane w zadaniu liczby maja trzy wspoélne dzielniki: 1,3, 9.

. Latwo sprawdzi¢ (badajac 10000 i kilkanascie nastepnych liczb), ze pierwsza taka liczba jest 10013.

Analogicznie, ostatnia jest 99994. Zatem wszystkich liczb z zadania jest

99994 — 10013

1 =5294.
17 -

. Niech M - $rodek odcinka BC. Z tw. Pitagorasa w tréjkatach AMB i1 AMC

|AB|? = |AM* + |BM|* = |AM|* + |OCM|* = |AC?,
wiec, poniewaz dtugoéci odcinkéw sg liczbami nieujemnymi, teza zachodzi.

Tréjkaty ABC oraz AC'B’ sa podobne z cechy kbk. Poniewaz B’, C' sg $rodkami bokdéw, skala tego
podobienstwa wynosi 1/2, a pole AC'B’ to 16/4 = 4. Podobnie pola pozostatych dwéch naroznych
trojkatow wynosza 4, wiec pole A’B'C’ to 16 — 3 -4 = 4.



