Zadania

Grafy
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W grupie n ludzi pewne pary sie znaja, a pewne nie. Udowodnij ze po zsumowaniu liczby
znajomych kazdej z osob z tej grupy liczba ta bedzie parzysta. Ile wynosi ta liczba? (Lemat
o usciskach dloni)

. Ile co najmniej musi wynosi¢ n aby na pewno w tej grupie dalo sie znalezé grupe 3-osobowa

w ktorej wszyscy sie znaja lub nikt nikogo nie zna. (Twierdzenie Ramseya)

Podaj liczbe krawedzi, najwickszy i najmniejszy stopien wierzchotka dla grafow:

a) Cs, K3,K3,2

b) Cry Koy Kom
Dany jest graf G o n wierzchotkach, m krawedziach, najmniejszym stopniu réwnym x naj-
wigkszym rownym y. Podaj liczbe krawedzi, najwiekszy 1 najmniejszy stopien wierzchotka
grafu G
Narysuj graf ktory:

a) ma wierzchotki o stopniach kolejno 1,2,3,4.

b) jest spojny, ma co najmniej 6 wierzchotkow i zawiera w sobie dwa cykle.

¢) jest spojny, dwudzielny i zawiera cykl.

d) ma co najmniej 8 wierzchotkoéw, jest spojny i nie zawiera cyklu.
Udowodnij ze w dowolnym grafie liczba wierzchotkéw o stopniu nieparzystym jest parzysta.
Jaka $rednice ma C,,7
Jaka jest maksymalna liczba krawedzi w grafie dwudzielnym o n wierzchotkach?
Udowodnij ze jesli graf jest dwudzielny to nie zawiera cyklu nieparzystej dtugosci.
Udowodnij ze jesli graf nie zawiera cyklu nieparzystej dtugosci to jest dwudzielny.
Udowodnij ze jedli G nie jest spojny to G jest.

Udowodnij ze jesli §rednica d(G) > 3 to d(G) < 3.

Udowodnij ze w kazdym grafie o co najmniej 2 wierzchotkach znajdziemy pare wierzchotkow
o tym samym stopniu. (wskazowka: zasada szufladkowa)

Udowodnij ze dla dowolnego k istnieje graf o n = 4k oraz n = 4k + 1 wierzchotkach taki ze
G jest rownowazny G.

Niech m bedzie minimalnym stopniem wierzchotka w G. Zatézmy, ze m > 2. Pokaz, ze w GG
istnieje cykl dtugosci co najmniej m + 1.

Graf jest k-spojny jesli da sie go rozspojni¢ usuwajac k krawedzi ale nie da sie go rozspojnic¢
usuwajac k — 1 krawedzi. Udowodnij ze kazdy wierzchotek w tym grafie ma stopien przynaj-
mniej k.
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Graf jest w-spojny wierzchotkowo jesli da sie go rozspdjni¢ usuwajac w wierzchotkow ale
nie da sie go rozspojni¢ usuwajac w — 1 wierzchotkow. Udowodnij ze dla dowolnego grafu
k-spOjnego i w-spojnego wierzchotkowo zachodzi w < k.

Udowodnij ze w grafie sp6jnym kazde dwie najdtuzsze drogi maja wspolny wierzchotek.

Drzewa
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2.

Udowodnij ze graf spojny o n wierzchotkach ma przynajmniej n — 1 krawedzi.

Udowodnij ze z kazdego grafu spojnego G, jestesmy wstanie wybra¢ n — 1 krawedzi ktore
stworza drzewo. Jest to drzewo spinajace grafu.

Pokaz przyktad grafu ktéry ma wiecej niz jedno drzewo spinajace. Ile drzew spinajacych ma
C,?

Udowodnij ze z dowolnego grafu spéjnego G, o co najmniej dwoch wierzchotkach, da sie usu-
na¢ wierzchotek tak by graf G’ pozostalty po usunieciu wierzchotka pozostal spojny. (Wska-
zowka: kazdy graf spojny ma drzewo spinajace)
Pokaz ze nastepujace zdania sa rownowazne:

a) Graf jest spojny i nie ma cykli

b) Graf jest spojny i usuniecie dowolnej krawedzi go rozspojnia

c¢) Dla dowolnej pary wierzchotkéow w, v istnieje doktadnie jedna $ciezka majaca konce w

tych wierzchotkach.

Udowodnij ze w kazdym drzewie istnieje marszruta ktéra przechodzi przez kazda krawedz
doktadnie dwa razy.

Udowodnij ze w kazdym grafie spojnym istnieje marszruta ktéra przechodzi przez kazda
krawedz doktadnie dwa razy.



