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WSTĘP
układ techniczny przeznaczony do wykonywania niektórych czynności
kończyny górnej człowieka (manipulacyjnej, wyk. palcami 
i wysięgnikowej, realizowanej przez ramię człowieka)

Manipulator

Robot urządzenie techniczne przeznaczone do wykonywania niektórych
czynności manipulacyjnych i lokomocyjnych, mających odpowiedni
poziom informacyjny sztucznej inteligencji i autonomizacji

1954 początek techniki robotyzacyjnej – USA – pierwsze manipulatory do
procesów odlewniczych

1961 pierwszy robot przemysłowy – USA 

ABB, Siemens,
Mitsubishi,
Kawasaki

firmy produkujące obecnie roboty
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KINEMATYKA ROBOTÓW

Transformacje układów współrzędnych 

W robotyce podstawową rolę odgrywa systematyka postępowania w zagadnieniach
kinematycznych. Należy konsekwentnie przestrzegać zasad zapewniających jednoznaczną
lokalizację w przestrzeni elementów manipulatora oraz obiektów znajdujących się w jego zasięgu.

Rozróżniamy tutaj: 
lokalizację bezwzględną podawaną we wspólnym dla wszystkich elementów układzie
współrzędnych 
lokalizację względną, opisującą wzajemne położenia lub orientację poszczególnych elementów 

Z każdym obiektem można związać układ współrzędnych (co najmniej jeden). W robotyce
najczęściej przyjmuje się prawoskrętne, prostokątne układy kartezjańskie, a tylko w wyjątkowych
sytuacjach układy walcowe lub kuliste.
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ZAGADNIENIE PROSTE
I ODWROTNE

Określenie położenia i orientacji narzędzia lub chwytaka, jeżeli są dane
wszystkie zmienne złączowe. 

Zagadnienie
proste

Zagadnienie
odwrotne

Polega na wyznaczeniu zbioru wszystkich współrzędnych złączowych
na podstawie danych położenia narzędzia lub chwytaka manipulatora
względem układu bazowego. Zagadnienie kinematyczne odwrotne jest
rozwiązywalne wtedy, jeżeli istnieje algorytm pozwalający wyznaczyć
WSZYSTKIE zmienne złączowe, odpowiadające danemu położeniu 
i orientacji danego narzędzia lub chwytaka.

Rozwiązanie dające wynik w postaci zależności opisujących wszystkie
zbiory zmiennych złączowych, odpowiadające danemu położeniu 
i orientacji narzędzia lub chwytaka.

Rozwiązanie
analityczne

Rozwiązanie
numeryczne

Rozwiązanie dające wynik w postacji metod iteracyjnych. 
Ponieważ rozwiązanie numeryczne jest dłuższe, staramy się zawsze
tam, gdzie jest to możliwe, znaleźć rozwiązanie analityczne.
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TRANSLACJA O WEKTOR
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TRYGONOMETRIA 
SZYBKIE WPROWADZENIE 
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SINUS I COSINUS SUMY
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OBRÓT W 2D
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MACIERZ OBROTU
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MACIERZ OBROTU
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MACIERZ OBROTU W 3D
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TRANSLACJA W 3D
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KONWENCJA DENAVITA
HARTENBERGA (DH)
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PRZYKŁAD DH
MANIPULATOR
PLANARNY
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MANIPULATOR PLANARNY
KSIĄŻKOWE ROZWIĄZANIE
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RACHUNKI....



MANIPULATOR PLANARNY
WERSJA Z WYKŁADU
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TU TEŻ RACHUNKI...



LICZBY ZESPOLONE
SZYBKIE WPROWADZENIE
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LICZBY ZESPOLONE -
SZYBKIE WPROWADZENIE
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MANIPULATOR PLANARNY
AUTORSKIE ROZWIĄZANIE
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MANIPULATOR PLANARNY
AUTORSKIE ROZWIĄZANIE
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MANIPULATOR PLANARNY
GEOMETRYCZNE ROZWIĄZANIE
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PRAWDZIWY ROBOT

22



PRAWDZIWY ROBOT CZ.1
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PRAWDZIWY ROBOT CZ.2
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PRAWDZIWY ROBOT CZ.3

25



PRAWDZIWY ROBOT - KOD
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PRAWDZIWY ROBOT - KOD
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PRAWDZIWY ROBOT
W procesie tym dążymy do wyznaczenia kątów przegubów na podstawie pożądanej pozycji efektora końcowego. System operuje w
układzie współrzędnych W, H (szerokość, wysokość), gdzie punktem odniesienia (0,0) jest punkt rotacji dolnego ramienia (p1).

Krok 1: Transformacja Współrzędnych
Na podstawie kinematyki prostej (Forward Kinematics) znamy pozycje X, Y, Z dla punktów kontrolnych. Następuje zamiana układu na
płaszczyznę roboczą W, H względem punktu p1.

Krok 2: Definicja Trajektorii i Orientacji Chwytaka
Po aktywacji trybu IK, linia prosta y = ax + b oraz kąt chwytaka (setGA) są zapamiętywane. Każda zmiana trajektorii wymusza ponowne
przeliczenie geometrii.

Krok 3: Wyznaczenie Punktu Docelowego p4
Punkt p4 jest celem obliczeń. Odczytujemy aktualną pozycję p4 i dodajemy do niej mały wektor przyrostu (0.02) wzdłuż linii ruchu y = ax + b.

Krok 4: Wyznaczenie p3 na podstawie p4 i setGA
Znając współrzędne p4(W,H), długość członu a5 oraz kąt setGA, obliczamy pozycję punktu p3.

Krok 5: Obliczenia Trygonometryczne Trójkąta (l12)
Znając pozycję p3 względem bazy p1, obliczamy długość l12 (odległość od p1 do p3).

Krok 6: Wyznaczenie Kąta a25 (Twierdzenie Cosinusów)
Używając długości l12, l23 (UA) oraz a4 (LA), wyznaczamy kąt a25 z twierdzenia cosinusów dla trójkąta p1-p2-p3.

Krok 7: Obliczenie Kąta Dolnego Ramienia (LA)
Kąt LA (Riddler angleLA) jest sumą kątów składowych: a12 + a25 + a23 (gdzie a23 jest stałe).

Krok 8: Obliczenie Kąta Górnego Ramienia (UA)
Znając długości boków, obliczamy kąt a34 (ponownie twierdzenie cosinusów). Finalny kąt UA to różnica a34 - a23.

Krok 9: Obliczenie Kąta Nadgarstka (WA)
Kąt WA jest wyliczany tak, aby zachować zadaną orientację chwytaka: WA = setGA - angleLA - angleUA - PI/2.

2. Sterowanie i Prędkości (Speeds)
Nowe kąty są odejmowane od poprzednich wartości w celu wyznaczenia delty ruchu.
Różnice są skalowane do wartości maksymalnej 700 (sygnał PWM dla silników).
Prędkości dla wszystkich 3 osi są przesyłane do kontrolerów silników za pomocą magistrali CAN.
Punkt p4 jest korygowany automatycznie na podstawie sprzężenia zwrotnego z przegubów, aby spełniać dwa ograniczenia: p4 musi
leżeć na linii y = ax + b, a kąt p3-p4 względem podłoża musi wynosić setGA.

3. Weryfikacja i Limity
Po każdym obliczeniu kątów LA, UA, WA następuje ich weryfikacja względem zdefiniowanych limitów minimalnych i maksymalnych. Jeśli
którykolwiek kąt wykracza poza zakres, ruch zostaje zablokowany.
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PRAWDZIWY ROBOT

https://www.youtube.com/watch?v=THwBGRb4bcECar

https://www.youtube.com/watch?v=WcIyn8fMIO8Airplane

https://www.youtube.com/watch?v=aZhyqj2TITMStairs
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https://www.youtube.com/watch?v=THwBGRb4bcE
https://www.youtube.com/watch?v=WcIyn8fMIO8


LITERATURA

Notatki ze studiów i własne z kierunku
“Automatyka i Robotyka”  Politechnika Warszawska

1

2

4

J. M. Selig - Introductory Robotics

Materiały związane z prawdziwym
robotem od kolegi Krzyśka :)
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3 https://staff.uz.zgora.pl/wpaszke/material
y/air/PRwyklad_4.pdf



NA KONIEC 
O MOIM KANALE NA YT

Seria z Mistrzostw Polski w Geometrii
Elementarnej, a w przyszłości Wrocławska
Geometryczna Liga Zadaniowa
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Roadmap olimpijski - Od konkursu
przedmiotowego z matematyki, po OMJ i OM

Materiały z innych konkursów
matematycznych oraz kółek
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