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Reszty kwadratowe

. Dowiesé, ze wsrod dowolnych siedmiu liczb catkowitych zawsze sa dwie takie, ze réznica ich kwadratow jest podzielna

przez 10.

. Wyznacz wszystkie reszty i niereszty modulo 8 i 15.

. Rozwiaz kongruencje:

(a) 22 =9 (mod 35),

(b) 22 =1 (mod 2024),

(c) 222 + 72z = —10 (mod 143),
(d) 23 = -1 (mod p) dla p = 7,47.

. Wykaz, ze réwnanie 1522 — 7y? = 1 nie ma rozwigzai w liczbach calkowitych.

. Znajdz wszystkie dodatnie liczby catkowite n, takie ze liczba 2™ + 7" jest kwadratem.

. Znajdz wszystkie liczby pierwsze p, takie ze p? + 11 ma doktadnie szesé dzielnikéw dodatnich.

. Wykaz, ze nie istnieje taka liczba naturalna n > 1, ze 2™ jest dzielnikiem 3™ + 1.

. Wyznacz wszystkie takie liczby pierwsze p, ze 4p? + 1 oraz 6p? + 1 sg réwniez liczbami pierwszymi.

. Niech p bedzie iloczynem pierwszych n > 1 liczb pierwszych. Pokaz, ze p — 1 nie jest kwadratem.

. Czy suma kwadratéw trzech kolejnych liczb calkowitych moze by¢ kwadratem?

. Znalezé wszystkie takie rozwigzania réwnania a? + b?> = ¢? w liczbach catkowitych dodatnich, ze liczby a oraz c sa
pierwsze, a liczba b jest iloczynem co najwyzej czterech liczb pierwszych.

Niech p > 3 bedzie liczbg pierwsza. Wykaz, ze liczba p? — 1 jest podzielna przez 24.

Niech p, ¢ > 3 bedg liczbami pierwszymi. Wykaz, ze liczba p? — ¢? jest podzielna przez 24.

Wyznacz wszystkie liczby pierwsze p, ¢ takie, ze p? — 2¢® = 1.

Wykaz, ze jedli liczby p oraz p? + 2 s pierwsze, to réwniez liczba p® + 2 jest pierwsza.

Niech n > 6. Pokaz, ze jedli liczby n — 1 oraz n + 1 sg pierwsze, to liczba n?(n? + 16) jest podzielna przez 720.

Niech p > 2 bedzie liczbg pierwsza, niech a,a’ beda resztami, a b, b’ nieresztami kwadratowymi modulo p. Udowodnij,
ze aa’ oraz bb’ s resztami, a ab i a’b’ — nieresztami kwadratowymi modulo p.

Udowodnij, ze —1 jest reszta kwadratowa modulo p wtedy i tylko wtedy, gdy p =1 (mod 4).
Sprawdz, ze: (a) 2-26! = —1 (mod 29), (b) 18! = —1 (mod 437).

Niech p > 2 bedzie liczba pierwsza oraz a + b = p — 1. Udowodnij, ze p | alb! 4+ (—1)*.

Udowodnij, ze 2™ t n!, ale 2" | (2n)! - n!.

Znajdz wszystkie liczby naturalne n, takie ze zapis dziesietny n! konczy sie doktadnie 1000 zerami.

Udowodnij, ze liczba (27?) jest podzielna przez 4 wtedy i tylko wtedy, gdy n nie jest potega liczby 2.
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Znajdz cyfre jednosei i dziesiatek liczb 99° i 797 .
Zmajdz ostatnig cyfre rozng od zera w zapisie dziesietnym liczby 2020!.

Niech p > 5. Udowodnij, ze p jest liczba pierwsza wtedy i tylko wtedy, gdy 6 - (p —4)! =1 (mod p).

27. Znajdz wszystkie rozwigzania catkowite réwnania 15z + 10y + 6z = 61.

28.
29.

30

Niech p # 2 bedzie dzielnikiem pierwszym liczby 22 + y?, gdzie z,y € Z. Udowodnij, ze p =1 (mod 4).
Znajdz wszystkie catkowite rozwiazania roéwnan:
(a) 22 + 42 + 22 = 222,
(b) z2 —3y? =17,
(c) 2* —y* = 2xyz,
(d) 2® + oy +y* = 2%y,
(e) 2+ (=1 =y*+ (y+ DY,
(f) 2 +3=4dy(y +1).

. Rozwiaz w liczbach naturalnych réwnanie 3z + 4y = 5z.



