KONKURS MATEMATYCZNY KOMA 2025 FINAL SZKOLY SREDNIE

BIEGUNOWY UKLAD WSPOLRZEDNYCH — NOTATKI DO WYKtADU
1) Kodowanie potozenia na prostej i ptaszczyznie.
2) Ukfad biegunowy i prostokatny na ptaszczyznie. Przeliczanie wspotrzednych.
3) Réwnania i nieréwnosci w uktadach wspotrzednych.
4) Réwnania biegunowe prostych i két. Rdwnania innych linii.

Ad. 1. Potozenie punktu na prostej. Prosta ma tylko jeden wymiar. Aby okresli¢ potozenie na prostej, trzeba
wybra¢ punkt odniesienia tzw. punkt zerowy, od ktérego mierzymy wszystkie odlegtosci. Potozenie dowolnego
punktu jest opisane przez odlegtos¢ od 0 i kierunek od O (jesli punkt lezy na prawo — oznaczamy go liczba
dodatnig, a jesli na lewo — ujemng), czyli do okreslenia potozenia dowolnego na prostej wystarczy jedna liczba.
Nazywamy jg wspotrzedng punktu. Wspoétrzedne wypetniajg cata o$ (utamki, liczby niewymierne). Punkt zerowy
ma wspotrzedna (0).

Potozenie punktu na ptaszczyznie. Ptaszczyzna ma dwa wymiary. Aby okresli¢ potozenie na ptaszczyznie, trzeba
ustali¢ jeden punkt i jeden kierunek. Mozna to zrobi¢ na rézne sposoby. Nazywamy je ukltadem wspétrzednych
na ptaszczyznie. Zawsze potrzebne sg dwie liczby (wspdétrzedne), aby okresli¢ potozenie dowolnego punktu.

T T a) ustalony punkt zerowy (biegun) oraz kierunek ,,na pétnoc” od tego
p * punktu; wspdtrzedne B to (50, 36) tzn. azymut 36° od kierunku
poétnocnego i odlegtos¢ 50 km od punktu zerowego
36°/ 50 km 40 km b) ustalony punkt zerowy oraz kierunki na pétnoc i na wschéd od tego
punktu; wspotrzedne B to (30, 40) tzn. 30 km na wschéd od punktu
g s 30 km »E zerowego i 40 km na pétnoc

Ad. 2. Uktady wspétrzednych na ptaszczyznie: prostokatny i biegunowy

Podobnie jak zaznaczamy punkty na pfaszczyZznie z uktadem prostokatnym mozna zaznaczaé je w uktadzie
biegunowym.

a) prostokatny: osie pionowa i pozioma, wspétrzedne ujemne i dodatnie ozn. (x, y), punkt zerowy ma
wspotrzedne (0, 0)

b) biegunowy: 0$ pozioma, pierwsza wspotrzedna dodatnia, kat dodatni mierzony przeciwnie do ruchu
wskazéwek zegara ozn. (r, ), punkt zerowy ma wspétrzedne (0, 0), ale brak jednoznacznosci (0, 0)=(0, 30) lub
(1, 10)=(1, 370). Uwaga! Nie oznaczamy stopni we wspdtrzednych, nie wprowadzamy r ujemnych, ujemne katy
mierzymy od osi w doét (zegarowo).

Uwaga! Przed wyktadem warto narysowac na tablicy kilka uktadéw biegunowych z kratg linii (jak w zadaniach).
Cwiczenie. Punkty podane we wspdétrzednych kartezjariskich podaj we wspétrzednych biegunowych i na odwrét.
a) uktad prostokatny: (0, 3), (5, 0), (0, 0), (1, 1)

b) uktad biegunowy: (1, 45), (3, 90), (2, 60), (2, 120), (3, 180), (4, 270), (3, 330), (2, 390)

Jakie wspétrzedne biegunowe ma punkt o wspétrzednych prostokatnych (4, 2)? Geometrycznie to biegunowo
punkt (V20, tg* (1/2)).
Zamiana wspétrzednych Uwaga! Przypomniec nazwy proporcji trygonometrycznych w tréjkacie.

" IID(X’ Y) wspofrzedne prostokatne (x, y) oraz biegunowe (r, @)
i X = rcosa r = (x+y?)
) i y = rsina a=tg (y/x)
Ly
o i _ Ad. 3. Ukfady wspdtrzednych wprowadza sig po to, aby geometryczne ksztatty
0 X x opisywac algebraicznie przez réwnania i nieréwnosci.

Cwiczenie. Co to za miejsca na pfaszczyznie z uktadem prostokagtnym? a) x = 3, b) y=-2, c) 2<x<4, d) y>5,
e)y=2lubx=3,f)y=2iy=3,g)x=2lubx=3iy=7.

Odp. a) prosta pionowa, b) prosta pozioma, c) pas pionowy bez brzegu, d) pétptaszczyzna z brzegiem, e) dwie
proste, f) zbidr pusty, g) dwa punkty
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Cwiczenie. Co to za miejsca na pfaszczyznie z uktadem biegunowym? a) r = 2, b) =30, c) 2<r<4, d) 452290
e) a=30i (1<r<2 lub 4<r<5), f) r = 2 lub (3<r<4 i 45>>90)

Odp. a) okrag, b) pdtprosta, c) pierscien bez brzegu, d) kat z ramionami, e) dwa odcinki, f) okrag i tuk
Uwaga! Rola spdjnikdw. Mozna je pisa¢ stowami lub symbolami. Trzeba ustali¢ konwencje jak zaznaczac
nalezenie i nienalezenie brzegu (puste punkty, linie przerywane).

Cwiczenie. Opisa¢ warunkami narysowane figury.
a) w uktadzie prostokatnym: prostokat (rézne warianty brzegu)

b) w ukfadzie biegunowym: gwiazdke z 4 patykéw o ramionach dtugosci 3
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Ad. 4. Réwnanie okregu o $rodku w (0, 0) w uktadzie prostokatnym to (z twierdzenia Pitagorasa) x*+y?=c,
promien okregu to Ve. W uktadzie biegunowym to rownanie jest znacznie prostsze: r=\lc. Ten sam okrag
przesuniety tak, ze jego $rodek jest w S(a, 0) ma réwnanie w uktadzie prostokatnym (x—a)*+y?= c. A w uktadzie
biegunowym? Srednica lezy na osi uktadu i niech wynosi 2a (tzn. okrag przechodzi przez O).

P(r, )

Jesli P jest punktem na okregu, to trojkat OPA jest prostokatny.
r =2acosa

Cwiczenie. Podaj réwnanie okregu r = 2acosa we wspétrzednych
prostokatnych.

A a) geometrycznie z potozenia Srodka

b) mechanicznie z zaleznosci na zamiane wspoétrzednych

Mamy: x = rcosa i r=(x*+y?), czyli cos @ = x/r i r* = x*+y*. Podstawiamy do
réwnania biegunowego okregu: r = 2acosa = 2a(x/r), czyli r* = 2ax. | dalej
x*+y? = 2ax, czyli x*+y>-2ax = 0, czyli (x—a)*+y*= a’.

Réwnania prostych w uktadzie prostokatnym: y=ax (przez poczatek uktadu), y=c (pozioma), x=c (pionowa). A jak
jest w uktadzie biegunowym? «a = c lub o= ¢ +180 (prosta przez poczatek uktadu)
P(r, a) prosta pozioma

P(r, @) . . )
a/r=sing, czylir=a/sina
r .
prosta pionowa
. d a/r=cosa, czylir = afcosa
0
B
a

Il cze$¢ wyktadu (po konkursie, z komputerem)

Rysowanie ciekawych krzywych opisanych biegunowo (elipsa, spirale zwijajace, kardioida, wieloptatki). Proby
zgadywania ksztattu (np. cos jest parzysty, wiec réwnanie z kosinusem ma wykres symetryczny wzgledem osi
uktadu), eksperymenty z parametrem.

r=aq, r = 2acos2q, r=a cos3q, r’ = a’sin2q, r* = a’ cos2q, r=a+bcosa,
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Zad. 1. Podaj wspdtrzedne biegunowe nastepujacych
punktéw w prostokatnym uktadzie wspétrzednych.

A(0,3) 030 e
o4 LZEOTHE)
C(3,0) B0
D (-2,-2) (@02, 228 i

Zad. 2. Podaj wspdtrzedne prostokatne nastepujacych
punktow w biegunowym uktadzie wspétrzednych.

A (5, 45) (E%E% .................................................
B (2, 90) 0 e,
C (4, 270) R
D(5, 450) R
E (3, 720) (67

Zad. 3. Zaznacz w prostokatnym uktadzie wspodtrzed-
nych figury opisane podanymi warunkami.

a)3<x<7iy<4 b)2<x<6i2<y<5
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Zad. 4. Zacieniuj A
obszar, ktéry

spetnia podane
warunki: \|
0<x<2
iy20

i y<x
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Zad. 5. Opisz odpowiednimi warunkami ponizsze figury
na ptaszczyznie z uktadem prostokatnym.
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Zad. 6. Zaznacz w biegunowym uktadzie wspétrzed-
nych figury opisane podanymi warunkami.

a)r=3

b)l1<r<3

h) [AsxS2.0.0595L. L8520

)
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Zad. 7. Opisz odpowiednimi
na ptaszczyznie z uktadem bi
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egunowym.
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Zad. 8. Podaj réwnania biegunowe osi uktadu
prostokatnego.
OX

oy

Zad. 9. Podaj réwnania biegunowe linii o danych
réwnaniach we wspétrzednych prostokatnych.

£ =45 b =225

a)y=x ceieetteetateataseeteseesteate e beatereetaetes et et ete st seeaen
SINK
b) y = x? Cos'&
L|t.oS°L
c) y?=4x B e e
4
dyxy=4 Lt
2 :
e) (x=a)+(y-a)=a®> ¥ +R:ZQT(COS{XHM) .............

Zad. 10. Podaj réwnania we wspotrzednych
prostokatnych linii o danych réwnaniach biegunowych.

2
a)r=6 x+j:3€ ..............................................
T2
b) r=2cosa (X4)+j=/l .........................................
(rt) =8y
C) PP ASIN(20) oottt
. w=>5
d) r=3/SINA ot s
e)r=4/cosa x:L‘ ......................................................

Zad. 11. Opisz stowami, jak wyglada figura spetniajaca
podane warunki w uktadzie biegunowym.
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