Liga Zadaniowa — Grupy D i E (KLUCZ)

XXV Letni Ob6z Naukowy — Polanica-Zdroj
20-24 czerwca 2026

Dzien 1 grupy D i E sobota, 20 czerwca 2026

1. Udowodnij, ze dla dowolnych liczb catkowitych a, b liczba 2(a*+b*+ (a+b)*) jest kwadratem liczby
catkowitej.

Rozwigzanie: Korzystamy ze wzoru (a + b)* = a* + 4a3b + 6a%b* + 4ab® + b*, uzyskujac
2(a* + 0" + (a + b)*") = 4(a + 2a°b + 3a*V* + 2ab® + b*).

Oczywiscie liczba 4 jest kwadratem, wiec wystarczy udowodnié¢, ze jest nim rowniez drugi czyn-
nik. W istocie:

a* + 2a3b + 3a%b* + 2ab® + b*
= a*(a® + ab + b%) + ab(a® + ab + b*) + b*(a® + ab + b*)
= (a® + ab + b*)*.

2. Rozstrzygnij, czy istnieja liczby rzeczywiste a, b, ¢ spelniajace uktad réwnan

a? 4+ 20* + 3¢ = 111,
Sa + 4b + 6¢ = 78.

Rozwigzanie: Pomnézmy drugie rownanie przez 2 i odejmijmy od pierwszego:
a® +2b* + 3¢® — 2(5a + 4b + 6¢) = 111 — 156 = —45.
Po rozwinieciu i zwinieciu w petne kwadraty otrzymujemy
(a—5)2+2(b—2)*+3(c—2)*=0.

Suma kwadratow liczb rzeczywistych jest rowna 0 wtedy i tylko wtedy, gdy kazdy ze sktadnikow
jest réwny 0. Zatem jedynym mozliwym rozwiazaniem jest trojka a =5, b = 2, ¢ = 2.

Jednakze po podstawieniu do pierwszego rownania: 5% + 2 - 22 + 3 - 22 = 45 # 111. Nie istnieja
zatem rozwiazania wyjsciowego uktadu réwnari.

3. W sali kinowej znajduje sie 100 miejsc, ponumerowanych od 1 do 100. Na pierwszy seans przyszto
100 widzow i kazdy z nich zajal jedno miejsce. Po przerwie widzowie powrdcili na sale na drugi seans,
ponownie zajmujac wszystkie miejsca (niekoniecznie w tej samej konfiguracji). Nastepnie kazdy widz
obliczyt r6znice miedzy wickszym a mniejszym numerem swojego miejsca z obu seansoéw. Udowodnij,
ze suma obliczonych w ten sposob stu roznic jest liczba parzysta.
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Rozwigzanie: Oznaczmy przez a; numer miejsca i-tego widza podczas pierwszego seanst,
a przez b; — podczas drugiego seansu. Wystarczy uzasadni¢, ze suma

lay — by| + |ag — ba| + - -+ + |a100 — b1oo

jest liczba parzysta.

Dla dowolnej liczby catkowitej x liczba |z| ma te sama parzysto$¢ co z. Zatem wystarczy
uzasadni¢, ze parzysta jest suma

(CLl — bl) + (ag — bg) + -4 (aloo — blOO)-

Jednakze zbior {a,...,a100} jest rowny zbiorowi {by,...,b100} — to te same liczby w innej
kolejnosci. Stad powyzsza suma jest rowna 0.

Dzien 2 grupy D i E niedziela, 21 czerwca 2026

4. W czworokacie wypuklym ABCD przekatne przecinaja sie w punkeie X. Obwody trojkatow ABX
i CDX rowne sg odpowiednio 3 oraz 1. Wykaz, ze suma obwodéw trojkatow BCX i DAX jest nie
wieksza od 8.

Rozwigzanie: Wykazemy, ze obwod kazdego z trojkatow BCX i DAX jest nie wickszy od 4.
Korzystajac wielokrotnie z nier6wnosci trojkata:

BC+BX +CX < (BX +CX)+BX +CX
< (BX+CX)+ (AB+ AX)+ (CD + DX)
= (AB+AX +BX)+(CD+CX +DX) =4.

N i
v~
=1

~~
=3

Analogicznie uzasadniamy, ze obwod trojkata DAX jest nie wiekszy od 4, wiec suma obwodow
jest nie wieksza od 8.

5. Piotrek ma do dyspozycji wage szalkowa oraz zestaw 10 odwaznikoéw o réznych masach, ktore sa
liczbami catkowitymi z przedziatu od 1 do 100. Udowodnij, ze stawiajac pewne ze swoich odwaznikoéw
na szalach, Piotrek moze doprowadzi¢ wage do stanu rownowagi.

Rozwigzanie: Kazdy z 10 odwaznikéw moze zosta¢ wybrany lub nie, wiec istnieje 21°—1 = 1023
niepustych podzbioréw zbioru odwaznikéw. Lagczna masa kazdego z nich jest liczba catkowita
z przedzialu od 1 do 10 - 100 = 1000, a wiec jest co najwyzej 1000 mozliwych wartosci. Mamy
1023 podzbiory i co najwyzej 1000 wartosci sum, wiec pewne dwa podzbiory maja te sama taczna
mase.

e Jedli te dwa podzbiory sg roztaczne, to Piotrek stawia elementy jednego na lewej, a drugiego
na prawej szalce — uzyskuje rownowage.

e Jesli maja wspolne elementy, usuwamy je z obu podzbioréw. Otrzymujemy dwa roztgczne
podzbiory o rownych tacznych masach — sprowadzamy do poprzedniego przypadku.

W obu przypadkach Piotrek moze doprowadzi¢ do réwnowagi.
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6. Dany jest trapez ABCD, w ktorym /BAD = ZCDA = 90°. Niech E bedzie takim punktem na
boku AD, ze /BEA = ZCED. Wykaz, ze

(AB+CD)? + AD* = (BE + CE)*.

Rozwigzanie: Niech C’ bedzie obrazem punktu C' w symetrii wzgledem prostej AD. Wtedy
/C'ED = ZCED = /BFA, zatem punkty C’, E, B sa wspotliniowe.

Niech X bedzie takim punktem, ze czworokat C'BX D jest réwnolegtobokiem. Punkt X lezy
na prostej AB, ale nie na polprostej BA. Trojkat DAX jest prostokatny z katem prostym przy
wierzchotku A, a dlugosci jego przyprostokatnych to

AD oraz AX =AB+BX =AB+C'D=AB~+CD.

Przeciwprostokatna wynosi DX = C'B = BE + C'E = BFE + CE. Na mocy twierdzenia
Pitagorasa:
(AB+ CD)*+ AD* = (BE + CE)*.

Dzien 3 grupy D i E poniedzialek, 22 czerwca 2026

7. Udowodnij, ze istnieje nieskonczenie wiele czworek liczb naturalnych a, b, ¢, d wiekszych od 1000,
takich ze liczby ¢, d sa wzglednie pierwsze oraz

a? 4+ b% = 2¢%2 + 242,

Rozwigzanie: Zauwazmy, ze dla dowolnych liczb catkowitych ¢, d zachodzi
(c—d)?*+ (c+d)* = 2¢* + 2d°.

Wystarczy wiec znalez¢ nieskonczenie wiele par (¢, d) wzglednie pierwszych, takich ze ¢, d, ¢ —
d,c+ d > 1000.

Niech d = 1001 oraz niech ¢ bedzie liczba pierwszg wieksza od 2002. Takich liczb pierwszych jest
nieskoriczenie wiele, a kazda z nich jest wzglednie pierwsza z d. Dla kazdej takiej pary ktadziemy
a=c—doraz b=c+d.

8. Liczby rzeczywiste a, b spetniaja warunek
(a+Va2+1) b+ V> +1)=1.

Wyznacz wszystkie mozliwe wartosci sumy a + b.

Rozwigzanie: 7 wzoru na réznice kwadratow:

(Va2 +1+a)(Va2+1—a)=(a®>+1)—ad®> = 1.
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Zatem a2+1—a—m— b2+1—|—b St@d

a+b=vVa2+1—Vb2+1.

Analogicznie (startujac od drugiego czynnika) uzyskujemy a + b = Vb2 +1 — Va2 + 1, czyli
liczbe przeciwna. Zatem a + b = 0.

Warto$cé ta jest osiagana, np. dlaa=1,b=—1: (1+v2)(-1++v2)=2-1=1.

9. Przy dwoch n-osobowych stotach zasiada 2n os6b. Rozpoczyna sie nastepujacy proces: w kazdej

minucie pewne dwie osoby, siedzace aktualnie przy réznych stotach, zamieniaja sie miejscami. Pro-
ces ten zakoriczyl sie, gdy kazde dwie osoby zamienily si¢ ze soba miejscami dokladnie jeden raz.
Udowodnij, ze dowolne dwie osoby, ktore na poczatku siedzialy przy tym samym stole, po zakoncze-
niu procesu réwniez siedza razem przy jednym stole.

Rozwigzanie: Kazda osoba zamienita sie doktadnie raz z kazda z pozostalych 2n — 1 osob,
a wiec zmienila stot doktadnie 2n — 1 razy — czyli nieparzysta liczbe razy.

Jezeli osoby A i B poczatkowo siedzialy przy tym samym stole, to kazda z nich zmienita stot
nieparzysta liczbe razy. Osoba, ktora zaczyna przy pewnym stole i zmienia go nieparzysta liczbe
razy, konczy przy drugim stole — ale obie koniczg przy tym samym stole, bo obie zmienity
parzysto$é tyle samo razy.

Precyzyjniej: A zaczyna przy stole 11 po 2n — 1 zmianach jest przy stole 2. Analogicznie B.
Zatem obie konczg przy tym samym stole.

Dzien 4 grupy D1 E wtorek, 23 czerwca 2026

10. Wyznacz najmniejszg liczbe pol standardowej szachownicy 8 x 8, na ktorych nalezy zmieni¢ kolor

(z bialego na czarny lub odwrotnie), aby uzyskaé¢ uktad, w ktorym zadne dwa pola stykajace sie
wylacznie jednym naroznikiem nie sa tego samego koloru. (Pola majace wspolny bok moga mie¢
ten sam kolor).

Rozwigzanie: Podzielmy szachownice na 16 roztacznych kwadratow rozmiaru 2 x 2. Kazdy
z nich mozna podzieli¢ na 2 pary pol graniczacych jednym naroznikiem. W kazdej z 16 - 2 = 32
takich par trzeba zmieni¢ kolor co najmniej jednego pola, wiec tgcznie trzeba przemalowaé co
najmniej 32 pola.

7 drugiej strony, przemalowujac wszystkie pola w kolumnach 2, 4, 6, 8, uzyskujemy kolorowanie
spetniajace warunki zadania — to doktadnie 32 pola.

Odpowiedz: [32].

11. Dane sy kwadraty ABCD i AEGF. Niech H bedzie takim punktem na odcinku ED, ze prosta

AH jest prostopadla do prostej F'B. Zal6zmy przy tym, ze AH = 4. Wyznacz dlugosé¢ odcinka BF.
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Rozwigzanie: Rozwazmy obrot wokot punktu A o 90° zgodnie z ruchem wskazowek zegara
(taki, ze D — B oraz F'— FE). Niech B’ bedzie obrazem punktu B przy tym obrocie.

Wtedy ZDAB’' = 180°, wiec punkty D, A, B’ sa wspolliniowe i AB" = AB. Ponadto odcinek
F B przechodzi na odcinek EB’, wiec (z wlasnosci obrotu) proste B'E i F'B sa prostopadle.

Skoro proste FB 1. AH oraz F'B 1 B'E, to proste AH || B'E. Punkt A jest $rodkiem odcinka
DB’ wiec AH jest linig srodkowa w trojkacie B'DE:

BF=BE=2-AH=2-4=8]

12. Wykaz, ze istnieja liczby calkowite z,y wieksze od 999, dla ktorych liczba 1 + 2% 4 2Y jest
kwadratem liczby catkowite;j.

Rozwigzanie: Dla dowolnej dodatniej liczby catkowitej k:
(14252 =1+2-2" 4 2% =14 2k 4 22,

Biorac k£ = 1000, otrzymujemy z = k£ + 1 = 1001 oraz y = 2k = 2000, a wiec oba sa wieksze
od 999.
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