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Dzie« 1 grupy D i E sobota, 20 czerwca 2026

1. Udowodnij, »e dla dowolnych liczb caªkowitych a, b liczba 2(a4+b4+(a+b)4) jest kwadratem liczby
caªkowitej.

Rozwi¡zanie: Korzystamy ze wzoru (a+ b)4 = a4 + 4a3b+ 6a2b2 + 4ab3 + b4, uzyskuj¡c

2(a4 + b4 + (a+ b)4) = 4(a4 + 2a3b+ 3a2b2 + 2ab3 + b4).

Oczywi±cie liczba 4 jest kwadratem, wi¦c wystarczy udowodni¢, »e jest nim równie» drugi czyn-
nik. W istocie:

a4 + 2a3b+ 3a2b2 + 2ab3 + b4

= a2(a2 + ab+ b2) + ab(a2 + ab+ b2) + b2(a2 + ab+ b2)

= (a2 + ab+ b2)2.

2. Rozstrzygnij, czy istniej¡ liczby rzeczywiste a, b, c speªniaj¡ce ukªad równa«

a2 + 2b2 + 3c2 = 111,

5a+ 4b+ 6c = 78.

Rozwi¡zanie: Pomnó»my drugie równanie przez 2 i odejmijmy od pierwszego:

a2 + 2b2 + 3c2 − 2(5a+ 4b+ 6c) = 111− 156 = −45.

Po rozwini¦ciu i zwini¦ciu w peªne kwadraty otrzymujemy

(a− 5)2 + 2(b− 2)2 + 3(c− 2)2 = 0.

Suma kwadratów liczb rzeczywistych jest równa 0 wtedy i tylko wtedy, gdy ka»dy ze skªadników
jest równy 0. Zatem jedynym mo»liwym rozwi¡zaniem jest trójka a = 5, b = 2, c = 2.

Jednak»e po podstawieniu do pierwszego równania: 52 + 2 · 22 + 3 · 22 = 45 ̸= 111. Nie istniej¡
zatem rozwi¡zania wyj±ciowego ukªadu równa«.

3. W sali kinowej znajduje si¦ 100 miejsc, ponumerowanych od 1 do 100. Na pierwszy seans przyszªo
100 widzów i ka»dy z nich zaj¡ª jedno miejsce. Po przerwie widzowie powrócili na sal¦ na drugi seans,
ponownie zajmuj¡c wszystkie miejsca (niekoniecznie w tej samej kon�guracji). Nast¦pnie ka»dy widz
obliczyª ró»nic¦ mi¦dzy wi¦kszym a mniejszym numerem swojego miejsca z obu seansów. Udowodnij,
»e suma obliczonych w ten sposób stu ró»nic jest liczb¡ parzyst¡.
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Rozwi¡zanie: Oznaczmy przez ai numer miejsca i-tego widza podczas pierwszego seansu,
a przez bi � podczas drugiego seansu. Wystarczy uzasadni¢, »e suma

|a1 − b1|+ |a2 − b2|+ · · ·+ |a100 − b100|

jest liczb¡ parzyst¡.

Dla dowolnej liczby caªkowitej x liczba |x| ma t¦ sam¡ parzysto±¢ co x. Zatem wystarczy
uzasadni¢, »e parzysta jest suma

(a1 − b1) + (a2 − b2) + · · ·+ (a100 − b100).

Jednak»e zbiór {a1, . . . , a100} jest równy zbiorowi {b1, . . . , b100} � to te same liczby w innej
kolejno±ci. St¡d powy»sza suma jest równa 0.

Dzie« 2 grupy D i E niedziela, 21 czerwca 2026

4. W czworok¡cie wypukªym ABCD przek¡tne przecinaj¡ si¦ w punkcie X. Obwody trójk¡tów ABX
i CDX równe s¡ odpowiednio 3 oraz 1. Wyka», »e suma obwodów trójk¡tów BCX i DAX jest nie
wi¦ksza od 8.

Rozwi¡zanie: Wyka»emy, »e obwód ka»dego z trójk¡tów BCX i DAX jest nie wi¦kszy od 4.
Korzystaj¡c wielokrotnie z nierówno±ci trójk¡ta:

BC +BX + CX < (BX + CX) +BX + CX

< (BX + CX) + (AB + AX) + (CD +DX)

= (AB + AX +BX)︸ ︷︷ ︸
=3

+(CD + CX +DX)︸ ︷︷ ︸
=1

= 4.

Analogicznie uzasadniamy, »e obwód trójk¡ta DAX jest nie wi¦kszy od 4, wi¦c suma obwodów
jest nie wi¦ksza od 8.

5. Piotrek ma do dyspozycji wag¦ szalkow¡ oraz zestaw 10 odwa»ników o ró»nych masach, które s¡
liczbami caªkowitymi z przedziaªu od 1 do 100. Udowodnij, »e stawiaj¡c pewne ze swoich odwa»ników
na szalach, Piotrek mo»e doprowadzi¢ wag¦ do stanu równowagi.

Rozwi¡zanie: Ka»dy z 10 odwa»ników mo»e zosta¢ wybrany lub nie, wi¦c istnieje 210−1 = 1023
niepustych podzbiorów zbioru odwa»ników. �¡czna masa ka»dego z nich jest liczb¡ caªkowit¡
z przedziaªu od 1 do 10 · 100 = 1000, a wi¦c jest co najwy»ej 1000 mo»liwych warto±ci. Mamy
1023 podzbiory i co najwy»ej 1000 warto±ci sum, wi¦c pewne dwa podzbiory maj¡ t¦ sam¡ ª¡czn¡
mas¦.

� Je±li te dwa podzbiory s¡ rozª¡czne, to Piotrek stawia elementy jednego na lewej, a drugiego
na prawej szalce � uzyskuje równowag¦.

� Je±li maj¡ wspólne elementy, usuwamy je z obu podzbiorów. Otrzymujemy dwa rozª¡czne
podzbiory o równych ª¡cznych masach � sprowadzamy do poprzedniego przypadku.

W obu przypadkach Piotrek mo»e doprowadzi¢ do równowagi.
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6. Dany jest trapez ABCD, w którym ∠BAD = ∠CDA = 90◦. Niech E b¦dzie takim punktem na
boku AD, »e ∠BEA = ∠CED. Wyka», »e

(AB + CD)2 + AD2 = (BE + CE)2.

Rozwi¡zanie: Niech C ′ b¦dzie obrazem punktu C w symetrii wzgl¦dem prostej AD. Wtedy
∠C ′ED = ∠CED = ∠BEA, zatem punkty C ′, E, B s¡ wspóªliniowe.

Niech X b¦dzie takim punktem, »e czworok¡t C ′BXD jest równolegªobokiem. Punkt X le»y
na prostej AB, ale nie na póªprostej BA. Trójk¡t DAX jest prostok¡tny z k¡tem prostym przy
wierzchoªku A, a dªugo±ci jego przyprostok¡tnych to

AD oraz AX = AB +BX = AB + C ′D = AB + CD.

Przeciwprostok¡tna wynosi DX = C ′B = BE + C ′E = BE + CE. Na mocy twierdzenia
Pitagorasa:

(AB + CD)2 + AD2 = (BE + CE)2.

Dzie« 3 grupy D i E poniedziaªek, 22 czerwca 2026

7. Udowodnij, »e istnieje niesko«czenie wiele czwórek liczb naturalnych a, b, c, d wi¦kszych od 1000,
takich »e liczby c, d s¡ wzgl¦dnie pierwsze oraz

a2 + b2 = 2c2 + 2d2.

Rozwi¡zanie: Zauwa»my, »e dla dowolnych liczb caªkowitych c, d zachodzi

(c− d)2 + (c+ d)2 = 2c2 + 2d2.

Wystarczy wi¦c znale¹¢ niesko«czenie wiele par (c, d) wzgl¦dnie pierwszych, takich »e c, d, c −
d, c+ d > 1000.

Niech d = 1001 oraz niech c b¦dzie liczb¡ pierwsz¡ wi¦ksz¡ od 2002. Takich liczb pierwszych jest
niesko«czenie wiele, a ka»da z nich jest wzgl¦dnie pierwsza z d. Dla ka»dej takiej pary kªadziemy
a = c− d oraz b = c+ d.

8. Liczby rzeczywiste a, b speªniaj¡ warunek

(a+
√
a2 + 1)(b+

√
b2 + 1) = 1.

Wyznacz wszystkie mo»liwe warto±ci sumy a+ b.

Rozwi¡zanie: Z wzoru na ró»nic¦ kwadratów:

(
√
a2 + 1 + a)(

√
a2 + 1− a) = (a2 + 1)− a2 = 1.
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Zatem
√
a2 + 1− a = 1√

a2+1+a
=

√
b2 + 1 + b. St¡d

a+ b =
√
a2 + 1−

√
b2 + 1.

Analogicznie (startuj¡c od drugiego czynnika) uzyskujemy a + b =
√
b2 + 1 −

√
a2 + 1, czyli

liczb¦ przeciwn¡. Zatem a+ b = 0.

Warto±¢ ta jest osi¡gana, np. dla a = 1, b = −1: (1 +
√
2)(−1 +

√
2) = 2− 1 = 1.

9. Przy dwóch n-osobowych stoªach zasiada 2n osób. Rozpoczyna si¦ nast¦puj¡cy proces: w ka»dej
minucie pewne dwie osoby, siedz¡ce aktualnie przy ró»nych stoªach, zamieniaj¡ si¦ miejscami. Pro-
ces ten zako«czyª si¦, gdy ka»de dwie osoby zamieniªy si¦ ze sob¡ miejscami dokªadnie jeden raz.
Udowodnij, »e dowolne dwie osoby, które na pocz¡tku siedziaªy przy tym samym stole, po zako«cze-
niu procesu równie» siedz¡ razem przy jednym stole.

Rozwi¡zanie: Ka»da osoba zamieniªa si¦ dokªadnie raz z ka»d¡ z pozostaªych 2n − 1 osób,
a wi¦c zmieniªa stóª dokªadnie 2n− 1 razy � czyli nieparzyst¡ liczb¦ razy.

Je»eli osoby A i B pocz¡tkowo siedziaªy przy tym samym stole, to ka»da z nich zmieniªa stóª
nieparzyst¡ liczb¦ razy. Osoba, która zaczyna przy pewnym stole i zmienia go nieparzyst¡ liczb¦
razy, ko«czy przy drugim stole � ale obie ko«cz¡ przy tym samym stole, bo obie zmieniªy
parzysto±¢ tyle samo razy.

Precyzyjniej: A zaczyna przy stole 1 i po 2n − 1 zmianach jest przy stole 2. Analogicznie B.
Zatem obie ko«cz¡ przy tym samym stole.

Dzie« 4 grupy D i E wtorek, 23 czerwca 2026

10. Wyznacz najmniejsz¡ liczb¦ pól standardowej szachownicy 8×8, na których nale»y zmieni¢ kolor
(z biaªego na czarny lub odwrotnie), aby uzyska¢ ukªad, w którym »adne dwa pola stykaj¡ce si¦
wyª¡cznie jednym naro»nikiem nie s¡ tego samego koloru. (Pola maj¡ce wspólny bok mog¡ mie¢
ten sam kolor).

Rozwi¡zanie: Podzielmy szachownic¦ na 16 rozª¡cznych kwadratów rozmiaru 2 × 2. Ka»dy
z nich mo»na podzieli¢ na 2 pary pól granicz¡cych jednym naro»nikiem. W ka»dej z 16 · 2 = 32
takich par trzeba zmieni¢ kolor co najmniej jednego pola, wi¦c ª¡cznie trzeba przemalowa¢ co
najmniej 32 pola.

Z drugiej strony, przemalowuj¡c wszystkie pola w kolumnach 2, 4, 6, 8, uzyskujemy kolorowanie
speªniaj¡ce warunki zadania � to dokªadnie 32 pola.

Odpowied¹: 32 .

11. Dane s¡ kwadraty ABCD i AEGF . Niech H b¦dzie takim punktem na odcinku ED, »e prosta
AH jest prostopadªa do prostej FB. Zaªó»my przy tym, »e AH = 4. Wyznacz dªugo±¢ odcinka BF .
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Rozwi¡zanie: Rozwa»my obrót wokóª punktu A o 90◦ zgodnie z ruchem wskazówek zegara
(taki, »e D 7→ B oraz F 7→ E). Niech B′ b¦dzie obrazem punktu B przy tym obrocie.

Wtedy ∠DAB′ = 180◦, wi¦c punkty D, A, B′ s¡ wspóªliniowe i AB′ = AB. Ponadto odcinek
FB przechodzi na odcinek EB′, wi¦c (z wªasno±ci obrotu) proste B′E i FB s¡ prostopadªe.

Skoro proste FB ⊥ AH oraz FB ⊥ B′E, to proste AH ∥ B′E. Punkt A jest ±rodkiem odcinka
DB′, wi¦c AH jest lini¡ ±rodkow¡ w trójk¡cie B′DE:

BF = B′E = 2 · AH = 2 · 4 = 8 .

12. Wyka», »e istniej¡ liczby caªkowite x, y wi¦ksze od 999, dla których liczba 1 + 2x + 2y jest
kwadratem liczby caªkowitej.

Rozwi¡zanie: Dla dowolnej dodatniej liczby caªkowitej k:

(1 + 2k)2 = 1 + 2 · 2k + 22k = 1 + 2k+1 + 22k.

Bior¡c k = 1000, otrzymujemy x = k + 1 = 1001 oraz y = 2k = 2000, a wi¦c oba s¡ wi¦ksze
od 999.
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