Liga Zadaniowa — Grupy D i1 E

XXV Letni Ob6z Naukowy — Polanica-Zdroj
20-24 czerwca 2026

Kazde zadanie rozwiazuj na osobnej kartce. Na kartce napisz duzym drukiem:

numer zadania - imig¢inazwisko - nr pokoju - grupa (D/E)

Dzien 1 grupy D1 E sobota, 20 czerwca 2026

1. Udowodnij, 7e dla dowolnych liczb catkowitych a,b liczba 2(a* + b* + (a + b)?)
jest kwadratem liczby catkowite;j.

2. Rozstrzygnij, czy istniejg liczby rzeczywiste a, b, ¢ spelniajace uktad réwnan

a’ + 2% + 3¢% = 111,
Sa + 4b + 6¢ = 78.

3. W sali kinowej znajduje sie 100 miejsc, ponumerowanych od 1 do 100. Na
pierwszy seans przyszto 100 widzow 1 kazdy z nich zajal jedno miejsce. Po prz-
erwie widzowie powrdécili na sale na drugi seans, ponownie zajmujac wszystkie
miejsca (niekoniecznie w tej samej konfiguracji). Nastepnie kazdy widz obliczyl
roznice miedzy wiekszym a mniejszym numerem swojego miejsca z obu seansow.
Udowodnij, ze suma obliczonych w ten sposob stu réznic jest liczbg parzysta.

Dzien 2 grupy D i1 E niedziela, 21 czerwca 2026

4. W czworokacie wypuklym ABCD przekatne przecinaja siec w punkcie X. Ob-
wody trojkatow ABX 1 CDX rowne sa odpowiednio 3 oraz 1. Wykaz, ze suma
obwodow trojkatow BC'X i1 DAX jest nie wieksza od 8.

9. Piotrek ma do dyspozycji wage szalkows oraz zestaw 10 odwaznikéw o réznych
masach, ktore sa liczbami catkowitymi z przedziatu od 1 do 100. Udowodnij, ze
stawiajac pewne ze swoich odwaznikow na szalach, Piotrek moze doprowadzic¢
wage do stanu rownowagi.

6. Dany jest trapez ABCD, w ktorym £ZBAD = ZCDA = 90°. Niech E bedzie
takim punktem na boku AD, ze /BEA = ZCFED. Wykaz, ze

(AB 4+ CD)* 4+ AD* = (BE + CFE)?.




Dzien 3 grupy D i E poniedzialek, 22 czerwca 2026

7. Udowodnij, ze istnieje nieskonczenie wiele czworek liczb naturalnych a,b, ¢, d
wickszych od 1000, takich ze liczby ¢, d sa wzglednie pierwsze oraz

a’® + b* = 2¢% + 24°.

8. Liczby rzeczywiste a, b spelniajg warunek

(a+vVa*>+1)b+Vb>+1)=1.
Wyznacz wszystkie mozliwe wartosci sumy a + b.

9. Przy dwoch n-osobowych stotach zasiada 2n os6b. Rozpoczyna sie nastepujacy
proces: w kazdej minucie pewne dwie osoby, siedzace aktualnie przy réznych
stotach, zamieniaja sie miejscami. Proces ten zakonczyt sie, gdy kazde dwie osoby
zamienily sie ze sobg miejscami doktadnie jeden raz. Udowodnij, ze dowolne dwie
osoby, ktore na poczatku siedzialy przy tym samym stole, po zakonczeniu procesu
rowniez siedza razem przy jednym stole.

Dzien 4 grupy D i E wtorek, 23 czerwca 2026

10. Wyznacz najmniejszg liczbe pol standardowej szachownicy 8 x 8, na ktorych
nalezy zmienié¢ kolor (z bialego na czarny lub odwrotnie), aby uzyska¢ uktad,
w ktorym zadne dwa pola stykajace sie wylacznie jednym naroznikiem nie sa
tego samego koloru. (Pola majace wspolny bok moga mie¢ ten sam kolor).

11. Dane sg kwadraty ABCD i AEGF. Niech H bedzie takim punktem na
odcinku E'D, ze prosta AH jest prostopadla do prostej F'B. Zal6zmy przy tym,
ze AH = 4. Wyznacz dtugosé odcinka BF'.

12. Wykaz, ze istnieja liczby calkowite x,y wicksze od 999, dla ktorych liczba
1+ 2% 4 2Y jest kwadratem liczby catkowite;j.




