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Mecz matematyczny

1. Punkt kratowy na plaszczyznie to punkt, ktorego obie wspotrzedne sg liczbami catkowitymi. Srodkiem ciezkosci
(barycentrum) czterech punktow (z;,y;) dla ¢ = 1,2, 3,4, jest punkt (””1“”21””3“”4, u +y21y3+y4). Niech n bedzie
najwieksza liczbg naturalng o nastepujacej wlasnosci: istnieje n réznych punktéw kratowych na plaszczyznie
takich, ze srodek ciezkosci zadnych czterech z nich nie jest punktem kratowym. Udowodnij, ze n = 12.

Rozwigzanie: Aby udowodnié, ze n > 12, musimy pokazadé, ze istnieje 12 punktéw kratowych (x;, y;), takich,
ze zadne 4 nie tworza kratowego $rodka ciezkosci. Gwarantuje to zbiér punktéow dobranych tak, ze: xz; =0
(mod4)dlai=1,...,6, x; =1 (mod 4) dla ¢ = 7,...,12, a dla drugiej wspohrzednej y; = 0 (mod 4) dla
1=1,2,3,10,11,12 oraz y; = 1 (mod 4) dla i = 4,...,9. Teraz niech P; (i = 1,2,...,13) beda dowolnymi
punktami kratowymi. Pokazemy, ze pewne 4 z nich na pewno wyznaczaja kratowy srodek ciezkosci. Zauwazmy
najpierw, opierajac sie na Zasadzie Szufladkowej, ze wérdéd dowolnych 5 punktow zawsze znajdziemy 2 takie,
ktore maja te same parzystosci na wspolrzednych x oraz na wspotrzednych y. Oznacza to, ze wéréd dowolnych
5 punktow istnieja 2, ktérych §rodek geometryczny rowniez jest punktem kratowym. Wielokrotne zastosowanie
tej obserwacji do naszych 13 punktéw pozwala nam wyodrebnié 5 roztacznych par punktéow, z ktorych kazda
ma kratowy srodek. Wgrod tych 5 nowo wyznaczonych srodkéw ponownie znajdziemy 2 z nich (powiedzmy M
i M), ktorych wspolny srodek C' jest punktem kratowym. Ostatecznie, jesli M i M’ sg srodkami odpowiednio
odcinkéw P;P; oraz Pi,Pj, to punkt C jest w istocie poszukiwanym srodkiem ciezkosci calej czwoérki punktow
P, P, Py, P.

2. Trzy tuki okregéw wi, ws, w3 o wspolnych koncach A i B lezg po tej samej stronie prostej AB; ws lezy miedzy
wy 1 ws. Dwie poétproste wychodzace z punktu B przecinaja te tuki odpowiednio w punktach M;, My, M3 oraz
K1, K5, K3. Udowodnij, ze

MMy K1 Ko
MyMs  KyKg'

Rozwigzanie: Z wlasnosci katow wpisanych w okrag zachodza rownosci ZAK1B = ZAM, B oraz /AK>B =
L AMyB. 7 tego wynika, ze trojkaty sa podobne: NAK| Ky ~ AAM; Msy, wiec

KKy, AK,
MiMs ~— AMsy'

Analogicznie otrzymujemy podobieristwo AAKo K3 ~ AAMsMs, co daje

K2K;  AK,
MoMs — AM,'

Z powyzszych rownan otrzymujemy 1{2 5\2 = %, co po szybkim przeksztalceniu dowodzi zadanej tezy.

3. 25 paristw powolalo komitet, dla ktérego obowiazuja nastepujace zasady: (1) komitet powinien spotykaé sie
codziennie; (2) na kazdym spotkaniu powinno by¢ reprezentowane co najmniej jedno panstwo cztonkowskie; (3) na
dowolnych dwdch réznych spotkaniach powinien byé obecny inny zbiér reprezentowanych panstw cztonkowskich;
oraz (4) na n-tym spotkaniu, dla kazdego k < n, zbior reprezentowanych paristw powinien zawiera¢ co najmniej
jedno parnstwo, ktoére bylto reprezentowane na k-tym spotkaniu. Przez ile dni maksymalnie komitet moze odbywaé
swoje spotkania?

Rozwiazanie: Odpowiedz: Co najwyzej 224 = 16777216 dni. Jesli ustalimy jednego statego czlonka, ktory
jest obecny na wszystkich spotkaniach, zasady (2) i (4) beda zawsze automatycznie spelnione. Istnieje doktad-
nie 224 réznych podzbioréw, ktére mozna ulozyé z pozostatych 24 paiistw czlonkowskich, co gwarantuje mozli-
wosé zorganizowania co najmniej 224 spotkan. Z drugiej strony, zasada (4) zabrania w szczegolnosci wystapi-
enia na dwoch roznych spotkaniach zbioréow, ktore sa wzgledem siebie roztaczne (dopelniaja sie), a co za tym
idzie, uniemozliwia zestawianie ze soba zbioréw i ich dopelnien. Stad catkowita liczba spotkan (podzbiorow)
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nie moze przekroczyé potowy liczby wszystkich mozliwych podzbioréw, czyli 3 - 220 = 224, Wnioskujemy z

1
2
tego, ze maksymalna liczba spotkarni komitetu wynosi dokladnie 224 = 16777216.

4. Czy mozna znalezé 2026 réznych dodatnich liczb bedacych kwadratami liczb catkowitych, ktérych suma réowniez
jest kwadratem liczby caltkowitej?

Rozwiazanie: Odpowiedz: Tak, jest to mozliwe. Zacznijmy od prostej tozsamosci pitagorejskiej, takiej jak
32 4+ 42 = 52. Pomnézmy ja obustronnie przez 5%

3%.5%+4%.5% =5%. 5%

i wstawmy wyjéciowa tozsamosé w miejsce pierwszego czynnika 52 po lewej stronie:

32 (3% +4%) + 4% .52 = 5% . 5%,
co daje po wymnozeniu:

323 +3%- 47+ 4752 =57 . 5%
Teraz ponownie pomnézmy réwnanie przez 52:

32.3%.5%+3%.4%.5% + 4. 5% .5 = 5> . 5* . 5
i znéw rozbijmy pierwszy wyraz za pomocs tozsamosci 52 = 32 + 42
32.3%. (32 +4%) +3% .42 .52 + 4% .52 .52 = 5% . 5% . 52,
czyli:
32.3%.324+3%.3%2.42 +3% .42 .52 + 4% .52 . 52 =52 . 52 . 52

Krok ten (mnozenie przez 52 i rozbijanie pierwszego wyrazu w sumie) mozna powtarza¢ dowolng liczbe razy, za
kazdym razem zwiekszajac liczbe sktadnikow po lewej stronie o doktadnie jeden. Przeprowadzajac te procedure
odpowiednig liczbe razy, mozemy uzyskaé¢ 2026 skladnikéw. Oczywiscie kazdy wyraz jest kwadratem liczby
catkowitej, a wartosci sktadnikow $cisle rosna od lewej do prawej, wiec wszystkie wygenerowane liczby beda
parami rozne.

5. Niech a, b, ¢ beda nieujemnymi liczbami rzeczywistymi takimi, ze a + b + ¢ > abe. Udowodnij, ze

a® +b% + 2 > abe.

Rozwiazanie: Mozemy swobodnie zalozy¢, ze a,b,c > 0. PrzeprowadZzmy dowdd nie wprost. Przypusémy,
ze a? + b? + ¢? < abc. Wtedy silg rzeczy abc > a2, a wiec a < bc. Analogicznie wyprowadzamy b < ac oraz
¢ < ab. Na mocy dobrze znanej nieréwnosci (wynikajacej m.in. z nier6wnosci o srednich AM-GM) zachodzi
zatem:

abc > a2 + b2+ % > ab+ be + ca.

Jednak z udowodnionych wczesniej czesciowych nieréwnosci wynika, ze suma ab + bc 4 ca ostro przekracza
a+b+c (gdyz ab > ¢, be > a, ca > b). Otrzymujemy ciag abc > a + b+ ¢, co stol w jawne]j sprzecznosci z
wyjsciowym zalozeniem. Zatem wyjéciowa teza a? 4+ b% + ¢ > abc musi byé prawdziwa.

6. W tablicy liczb o wymiarach n X n wszystkie wiersze sa rozne (dwa wiersze uznajemy za rozne, jesli roznia si¢ na
co najmniej jednej pozycji). Udowodnij, ze istnieje kolumna, ktéra mozna usunaé¢ w taki sposob, aby pozostate
wiersze nadal byly parami rézne.

Rozwiazanie: Dowodzimy przez indukcje po k nastepujacego stwierdzenia: mozna usunaé co najmniej n —
k 4+ 1 kolumn w taki sposéb, ze pierwsze k wierszy nadal pozostaje parami réznych. Dla k = 2 twierdzenie
jest prawdziwe. Rzeczywiscie, pierwsze dwa wiersze r6znig sie na co najmniej jednej pozycji, wiec mozemy
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usungé¢ pozostate n — 1 kolumn. Zalézmy, ze twierdzenie jest prawdziwe dla k, to znaczy mozemy usunaé
n — k + 1 kolumn, a pierwsze k wierszy weciaz sie rozni. Jesli po usunieciu tych kolumn (k + 1)-szy wiersz
jest rézny od wszystkich pierwszych k wierszy, mozemy przywrocié dowolng z usunietych kolumn i pozostaé z
n — k usunietymi kolumnami oraz k + 1 roznymi wierszami. Jesli natomiast po usunieciu kolumn (k 4 1)-szy
wiersz pokrywa sie z jednym z pierwszych wierszy, to przywracamy kolumne, w ktérej te dwa wiersze réznity
sie w oryginalnej tablicy. Podstawiajac k = n, otrzymujemy pozadany rezultat dla catej tablicy.

7. Rozwazmy siatke skladajaca sie z 25 x 25 kwadratow jednostkowych. Rysujemy czerwonym dlugopisem kontury
kwadratéw dowolnej wielkosci na siatce. Jaka jest minimalna liczba kwadratow, ktére musimy narysowaé, aby
pokolorowaé wszystkie linie siatki?

Rozwigzanie: Odpowiedz: 48 kwadratéw. Rozwazmy jedna z glownych przekatnych siatki kwadratowe;j.
Dla dowolnego wierzchotka siatki A lezacego na tej przekatnej oznaczmy przez C najdalszy od niego koniec
tej samej przekatnej. Zalozmy, ze rysujemy kwadrat, ktorego przekatna jest AC i oznaczamy go na czerwono.
W ten sposob definiujemy zbior 48 czerwonych kwadratéw (po 24 dla kazdej z dwoch gltéwnych przekatnych).
Latwo zauwazy¢, ze jesli narysujemy wszystkie te kwadraty, wszystkie linie na siatce zmienig kolor na czerwony.
Aby pokazaé, ze 48 to absolutne minimum, rozwazmy wszystkie odcinki siatki o dlugosci 1, ktére maja
doktadnie jeden koniec na brzegu siatki. Kazda pozioma i kazda pionowa linia prosta, ktéra przecina siatke
od brzegu do brzegu, wyznacza dwa takie skrajne odcinki. Mamy wiec 4-24 = 96 takich odcinkéw. Oczywiste
jest, ze obwod kazdego czerwonego kwadratu (niezaleznie od jego polozenia) moze pokrywaé co najwyzej dwa
z tych 96 odcinkow. Wymaga to narysowania co najmniej 96/2 = 48 kwadratow.

8. Czworokat ABCD jest wpisany w okrag o. Punkt M jest srodkiem okregu wpisanego w trojkat ABC' i potprosta
AM przecina okrag o w punkcie F. Punkt N jest srodkiem okregu wpisanego w trojkat ADC i polprosta AN
przecina okrag o w punkcie F'. Wykaz, ze jezeli odcinki M E i NF sa réwnej dlugosci, to /BAC = Z/DAC.

Rozwigzanie: Zauwazmy, ze
LMCE = /ZMCB + /BCE = ZACM + /BAE = ZACM + LCAM = ZCME,
skad wynika, ze M E = CE. Ponadto BE = CE. Analogicznie dostajemy réwnosci
CF =DF =NF.

Skoro jednak M E = NF, to wszystkie powyzsze odcinki maja rowng dlugosé. W takim razie tuki BC' i CD
okregu o niezawierajace punktu A sa réwne. To za$ oznacza, ze /BAC = Z/DAC.

9. Niech f(x) = 4% 4+ 6% + 9*. Udowodnij, ze jesli m i n sa dodatnimi liczbami catkowitymi, to f(2™) dzieli f(2")
dla wszystkich m < n.

Rozwigzanie: Zdefiniujmy g(z) = 4* — 6% + 9*. Korzystajac z tozsamosci
(a® + ab + b*)(a® — ab + b*) = a* + a®b* + b*
i podstawiajac a = 2 oraz b = 3, wyprowadzamy wniosek, ze
F@)g(@) = f(20).
Powtarzajac to rozumowanie, otrzymujemy
F@)g(@)g(22) ... (2 "'2) = f(2"a),

dla wszystkich k > 2. Zalézmy teraz, ze m < n. Wtedy

F@mM)g(2m)g(2m ) L g(2"7h) = f(27),

a zatem f(2™) dzieli f(2").
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10. Rozwazmy zbiér A skladajacy sie z dodatnich liczb catkowitych, w ktérym najmniejszy element jest réwny 1001,
a iloczyn wszystkich elementow zbioru A jest kwadratem liczby catkowitej. Jaka jest najmniejsza mozliwa wartosé
najwiekszego elementu zbioru A?

Rozwigzanie: Odpowiedz: 1040. Najpierw udowodnimy, ze max A musi wynosi¢ co najmniej 1040. Poniewaz
1001 = 13 - 77 oraz 13 { 77, zbior A musi zawiera¢ wielokrotnosé liczby 13, ktora jest wieksza niz 13 - 77.
Rozwazmy nastepujace przypadki: - Jesli 13- 78 € A, to poniewaz 13 - 78 = 132 - 6, zbiér A musi zawieraé
jeszcze jedna, wieksza wielokrotnosé liczby 13. - Jesli 13- 79 € A, to z racji tego, ze 79 jest liczbg pierwsza,
zbior A musi zawiera¢ inng wielokrotnosé liczby 79. Musi ona by¢ wieksza od 1040, poniewaz 14 - 79 > 1040,
a mniejsze wielokrotnosci nie wehodza w gre (1279 < 1001, a 1001 to minimum zbioru). - Jesli 13-k € A
dla k > 80, to wprost otrzymujemy 13 - k > 13 - 80 = 1040, co zamyka ten etap dowodu.

Teraz wystarczy wskazac konkretny zbior spelniajacy warunki zadania. Rozwazmy A = {1001, 1008, 1012, 1035, 1j040}.
Rozktady tych liczb na czynniki pierwsze to: 1001 = 7-11-13 1008 = 7-2*-32 1012 = 22-11-23 1035 = 5-32-23
1040 = 2* .5 - 13 Suma wykladnikéw kazdej liczby pierwszej wystepujacej w tych rozkladach jest parzysta.
Wynika z tego, ze iloczyn elementéw zbioru A faktycznie jest kwadratem liczby catkowitej.




