Nieréwnosci udowadniane przy uzyciu indukcji
matematycznej

Zadanie 1

Udowodnij, ze dla kazdej liczby naturalnej n > 1 zachodzi

2
1+2—|—--~+n>%.
Dowdd. Niech S, =1+2+4---+n.

1° Podstawa: dla n = 1: 1
Si=1> 5

2° Krok: Zal6zmy, ze dla pewnego n > 1 zachodzi S,, > %2 Wtedy

2
Sn+1:5'n+(n+1)>%+(n+1).

A poniewaz

n? n? 1 (n+1)?

= 1 = Tt

5 +(n+1)> 5 +n+ 5 5
to Spy1 > @ Zatem teza zachodzi dla wszystkich n > 1. O
Zadanie 2

Dla jakich liczb naturalnych n zachodzi nieréwnosé

30n < 2" 4 1107 (%)

1) Pozorny dowdd indukcyjny (bledny)

Krok bazowy. Dla n = 1 mamy
30 <2+110 =112,

czyli nieré6wnosé jest spetniona.
Krok indukcyjny (pozorny). Zalozmy, ze dla pewnego n € N zachodzi

30n < 2" 4+ 110.

Wtedy
30(n+ 1) =30n + 30 < 2" 4+ 110 + 30 = 2" + 140.

Teraz rzekomo zauwazamy, ze
2" + 140 < 2" 4 110,



bo 2t =2.2" i podwojenie” powinno przykryé¢ dodatkowe 30. Stad mialoby wynikaé
30(n +1) < 2" + 110,
czyli teza dla n + 1.

Whniosek z tego rozumowania bylby absurdalny, bo np. dla n = 6:
30-6 =180 ¢« 26+ 110 = 64 + 110 = 174.
Czyli dowdd musi mie¢ btad.

2) Gdzie jest blad?
Blad jest dokladnie w przejsciu
2" + 140 < 2" 4+ 110.

Po przeksztatceniu:
2" 4140 <2-2"+ 110 <= 30 < 2".

A to nie jest prawda dla wszystkich n (np. 2* = 16 < 30). Czyli w kroku indukcyjnym
ukryto dodatkowe zalozenie 2™ > 30.

3) Dowo6d poprawny

Pokazemy, ze nier6wnosé () zachodzi dla kazdego n € N.
Krok 1: sprawdzenie malych wartos$ci. Wystarczy policzy¢ do momentu, az 2" na
pewno przewyzsza 30. Sprawdzamy:

n=1: 30<2+110,
n=2: 60<4+110,
n=3: 90 <8+ 110,
n=4: 120 < 16 + 110,
n=>5: 150 <32+ 110.

Wszystkie nieré6wnosci s prawdziwe.
Krok 2: indukcja od ny = 5. Zalézmy, ze dla pewnego n > 5 zachodzi

30n < 2" 4+ 110.

Wtedy
30(n+ 1) =30n + 30 < 2" 4+ 110 + 30 = 2" + 140.

Poniewaz n > 5, to 2" > 2° = 32, a wiec 30 < 2". Zatem
2" 4+ 140 < 2" + 110 + 2" = 2" 4 110.

Laczac oba kroki, dostajemy
30(n +1) < 2" + 110.

Czyli teza zachodzi dla n + 1.

Wraz z baza n = 5 daje to prawdziwos¢ dla wszystkich n > 5, a poniewaz n = 1,2,3,4
sprawdziliSmy osobno, nieréwnos¢ zachodzi dla kazdego n € N. O]
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Zadanie 3

Udowodnij, ze dla kazdej liczby naturalnej n > 1 zachodzi
328n S 371 +331‘

Dowaod. Dowdd dzielimy na dwa przypadki.
Przypadek I: 1 <n < 27. Wtedy

328n S 328 .97 = 331 S 3n + 331‘

Przypadek II: n > 28. Indukcja od ny = 28.
1° Dla n = 28:
3%%.28 = 3%(1+27) = 3% + 3%,

2° Zaltozmy, ze dla pewnego n > 28:
328n S 3n + 331‘
Wtedy
328(n_'_ 1) _ 328n+ 328 S (3n _'_331) 4 328'
Poniewaz n > 28, mamy 328 < 3", wiec
<3n+331)+328 S (3n+331)+3n:23n+331 §3_3n+331:3n+1+331.

Zatem nierownosé zachodzi dla n + 1.

Zadanie 4

Udowodnij, ze dla kazdej liczby naturalnej n > 1 zachodzi
265n S on 4 271.

Dowdd. Dowdd dzielimy na dwa przypadki.
Przypadek I: 1 <n < 64.

205, < 9265 .64 = 27F < 2" 4 271

Przypadek 1I: n > 65. Indukcja od ny = 65.
1° Dla n = 65:
295,65 = 2%9(1 + 64) = 2% + 2™

2° Zatozmy, ze dla pewnego n > 65:
205 < 2" 4 2™
Wtedy
295(n + 1) = 2%n + 2% < (2" +27) + 2%,
Poniewaz n > 65, mamy 2% < 27, wiec
(27 + 271) 4 265 < (20 4 271 4 on = gn+l 4 oL

Zatem zachodzi dla n + 1.



Zadanie 5

Udowodnij, ze dla kazdej liczby naturalnej n > 1 zachodzi

2(n 4 1)2(2n + 1
Pty gt < A EnED)

Oznaczmy S, = > _, k* oraz

R, = )
10
Dowdd. 1° Podstawa: n = 1:
12.22.3 12
=1 = = _—=1.2
Si=1 I 10 10 ’

wiec S1 < Ry.
2° Krok: Zatozmy S, < R, dla pewnego n > 1. Wtedy

Spi1 =S, +m+1D* <R, + (n+ 1"

Wystarczy wiec pokaza¢ R, + (n+ 1)* < R,y1, czyli R, — R, > (n+ 1)
Liczymy:
(n+1)2%n+2)?2%2n+3) —n*(n+1)?*2n+1) (n+1)>

_R = _ 2 2
Ruj1—Ry, - = ((n+2) (2n+3)—n (2n—|—1)>.

Rozwijamy nawias:

(n+2)?2n+3) —n*(2n+ 1) = 10(n + 1)* + 2.

Zatem
1)? 1)?
Ry — R, = (";FO ) (10(n+1)*+2) = (n+1)*+ (”Jg ) > (n+1)*
Stad S,41 < R,y1. Koniec dowodu. O

Indukcja wsteczna w dowodzie nier6wnosci miedzy Srednimi
(AM-GM)
Udowodnimy, ze dla kazdego n € Ni aq,...,a, > 0 zachodzi

ap+azx+---+a
Yajas - a, < -~

n

Oznaczmy to zdanie przez T'(n).



Krok 1: T(1) i T'(2)
1° T'(1) jest oczywiste: a; < a;.
2° T(2) (AM-GM dla dwoch liczb): dla z,y > 0
r+y

(Ve =vy) 20 = z+y—-2/ay >0 — oy < ——.

Regula 1: podwajanie 7T'(n) = T(2n)
Lemat 1 (Reguta 1). Jesli T'(n) zachodzi, to zachodzi tez T'(2n).
Dowod. Wezmy aq, . .., as, > 0. Oznaczmy

Gy = {Jaiaz - - - ap, Go = {/apt1 - Qop,

a/ ) an a/n o« e e an
Alzgj Ay = +1+ +2‘
n n

Z zalozenia T'(n) mamy G; < Ay oraz Gy < As. Zatem

Rar - am, = VG1Gy < /A As.
Stosujemy T'(2) do liczb Ay, As:

/AlA_ngzl<a1+...+an+an+1+...+a2n) :a1+...+a2n'
n

2 2 n 2n
Czyli T'(2n) zachodzi.

Regula 2: krok w tyl T'(n) = T(n—1)
Lemat 2 (Regula 2). Jesli T'(n) zachodzi dla n > 2, to zachodzi tez T'(n — 1).

Dowod. Wezmy ay,...,a,—1 > 01 oznaczmy ich §rednig arytmetyczna
a “ .. n—
! + +a L
n—1

Dot6zmy n-ta liczbe rownag A. Wtedy srednia arytmetyczna z n liczb wynosi réwniez A:

a+-tap+A (n—-1)A+A
n a n a

A.
Stosujemy T'(n) do liczb ayq, ..., a,_1, A:

Vayan_1 - A< A
Podnosimy do potegi n i dzielimy przez A > 0:

ap - apyq < A"L

Bierzemy pierwiastek (n — 1)-tego stopnia:

ay +
nayap < A= .

..._|_an_1
n—1 '
To jest T'(n — 1).



Zakonczenie: dlaczego to dowodzi T'(n) dla kazdego n?

Z T(2) i Reguly 1 dostajemy T'(4),T(8),T(16),..., czyli T(2*) dla kazdego k. Nastepnie, z
Reguly 2 mozemy schodzi¢ w dot:

T2M) = T2 1) = --- = T(m)

dla dowolnego m < 2. Wybierajac k tak, by 2¥ > m, dostajemy T(m) dla dowolnego m € N.
To konczy dowdéd AM-GM dla kazdego n.



