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Symulacja OMJ — zestaw 1.1

11. Niech (an)n>1 bedzie ciagiem nieujemnych liczb calkowitych takim, ze a, > a2, + a2n41 dla wszystkich n > 1.
Udowodnij, ze dla dowolnej dodatniej liczby catkowitej N mozemy znalezé N kolejnych wyrazéw tego ciagu, z
ktorych wszystkie sg rowne zero.

Rozwigzanie: Pokazmy najpierw, ze co najmniej jeden wyraz ciggu jest rowny zero. Przypus$émy, ze jest
inaczej, to znaczy, ze wszystkie wyrazy sa dodatnimi liczbami calkowitymi. Ale wtedy:

a1 > ag+az > ag+as+ag+ar > 2 agm +agngq + - agneiog =27,

dla wszystkich n > 1, co jest absurdem. Zatem co najmniej jeden wyraz, powiedzmy ay, jest réwny zero.
Wtedy jednak:
0=ak = agk + agp41 2 -+ 2 Qgng + angg1 + -+ + Aongyon 1,

stad agng = agngy1 = -+ = agngqon_1 = 0. ZnalezliSmy w ten sposob 2" kolejnych wyrazéw naszego ciagu,
z ktoérych wszystkie sa rowne zero, co w oczywisty sposoéb dowodzi tezy. Uwaga: Nietrywialnym przykladem
takiego ciagu jest nastepujacy ciag: a, = 1, jesli n = 2¥ dla pewnej liczby catkowitej k, oraz a, = 0 w
przeciwnym wypadku.

12. Niech a,b i ¢ bedg dlugoéciami bokéow trojkata. Udowodnij, ze

3103+ 3 1 3ab
i’/a + +20 + ac}max(a,bm).

Rozwiazanie: Zalézmy, bez straty ogolnosci, ze a > b > ¢. Musimy udowodnié, ze

i,/a3—|—b3—|—c3—|—3abc
5 2 a,

co jest rbwnowazne nieréwnosci
—a® +b® 4+ ¢* + 3abe > 0.

Poniewaz —a? +b® + ¢ + 3abc = (—a)3 + b + ¢ — 3(—a)be, to ostatnie wyrazenie mozna rozlozyé na czynniki
postaci:

%(—a +b+c)((a+b)?+ (a+ )+ (b—c)?).

Teza wynika teraz bezposrednio z nieré6wnosci trojkata: mianowicie b + ¢ > a w dowolnym tréjkacie.

13. Dodatnie liczby calkowite od 1 do n? (n > 2) sa rozmieszczone w sposéb dowolny na polach szachownicy o
wymiarach n X n. Udowodnij, ze istnieja dwa sasiednie pola (majace wspolny wierzcholek lub wspolny bok) takie,
ze roéznica liczb umieszczonych na nich jest nie mniejsza niz n + 1.

Rozwigzanie: Przypus$émy, ze jest przeciwnie: roznica liczb umieszczonych na jakichkolwiek sasiednich po-
lach jest mniejsza niz n + 1. Jesli postawimy krola na dowolnym polu szachownicy, to moze on dotrzeé na
kazde inne pole w co najwyzej n — 1 ruchach po polach sasiednich. Umie$émy kréla na polu z liczba 1 i
przesuiimy go na pole z liczba n? w co najwyzej n — 1 ruchach. W kazdym ruchu réznica miedzy liczbami na
sasiednich polach wynosi mniej niz n+ 1, zatem réznica miedzy n? a 1 jest mniejsza niz (n+1)(n—1) = n? -1,
co prowadzi do oczywiczne] sprzecznosci.

Symulacja OMJ — zestaw 1.2

14. Niech ABC bedzie trojkatem réwnobocznym. Dla punktu M znajdujacego sie wewnatrz trojkata, oznaczmy
przez D, E, F odpowiednio spodki rzutow prostokatnych punktu M na boki BC,CA, AB. Znajdz miejsce geome-
tryczne punktow M, dla ktorych kat LZFDE = /2.
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Rozwigzanie: Korzystajac z wlasnosci czworokatow wpisanych w okrag (M DBF oraz M DCE), otrzymu-
jemy réwnosei katow: LM DF = /M BF oraz /ZMDE = ZMCE. Wynika stad, ze ZFDE = 7/2 zachodzi
wtedy 1 tylko wtedy, gdy ZMBF + ZMCE = 7/2, lub rownowaznie, gdy ZBMC = 571 /6. Zachodzi to dla
wszystkich punktow M lezacych na odpowiednim tuku okregu przechodzacego przez wierzchotki B i C.

15. Niech A={1,1,%,1,...}. Udowodnij, ze dla kazdej dodatniej liczby calkowitej n > 3 zbior A zawiera niestaly
cigg arytmetyczny o dlugosci n, ale nie zawiera zadnego nieskoriczonego, niestalego ciagu arytmetycznego.

Rozwigzanie: Dla n = 3 mamy niemal oczywisty przyktad: %, %, % Zapisanie go w postaci %, %,

nam wskazéwke co do ogélnego przypadku. Rozwazmy ciag arytmetyczny:

moze daé

ol

1 2 n

ey

n!’nl’’ nl’

Kiedy zapiszemy te utamki w postaci nieskracalnej, zobaczymy, ze wszystkie one naleza do zbioru A. Odnosnie
drugiej czesci tezy wystarczy zauwazyé, ze kazdy niestaly, nieskoriczony ciag arytmetyczny jest z koniecznosci
ciagiem nieograniczonym. Poniewaz zbior A jest ograniczony (najwieksza wartosé to 1), nie moze on zawieraé
takiego ciagu.

Symulacja OMJ — zestaw II.1
21. Niech p bedzie liczbg pierwsza. Wyznacz wszystkie k € Z takie, ze 1/k? — pk jest dodatnig liczba calkowita.

Rozwiazanie: Szukane wartosci to k = (p + 1)2/4 dla nieparzystych liczb p (dla p = 2 rozwiazan nie
ma). Rozpatrzmy najpierw przypadek p = 2. Wymagaloby to, by wyrazenie k? — 2k = (k — 1)?> — 1 bylo
dodatnim kwadratem liczby catkowitej. Jest to jednak niemozliwe, poniewaz jedyne dwa kolejne kwadraty
liczb catkowitych to 01 1. Zalézmy teraz, ze p jest nieparzyste. Na poczatku mozemy odrzuci¢ scenariusz, w
ktorym k dzieli si¢ przez p: jesli k = np, to k? — pk = p?n(n—1). Poniewaz n oraz n— 1 sa wzglednie pierwsze,
nie moga by¢ jednoczesnie kwadratami. Zakladamy wiec, ze k oraz p sa wzglednie pierwsze, skad wynika, ze
k oraz k — p réwniez sa wzglednie pierwsze. Wyrazenie k% — pk = k(k — p) jest zatem kwadratem wtedy i
tylko wtedy, gdy oba jego czynniki sa kwadratami: niech k = m? oraz k — p = n?. Woéwczas otrzymujemy
p=m? —n?=(m+n)(m—n). Skoro p jest liczba pierwsza, pociaga to za soba m +n =p oraz m —n = 1,
co jednoznacznie wyznacza k = (p + 1)2/4.

22. Znajdz wszystkie dodatnie liczby calkowite a, b takie, ze iloczyn
(a+b%)(b+ a?)

jest potega liczby 2.

Rozwigzanie: Zauwazmy na poczatku, ze a i b musza by¢ tej samej parzystosci. Niech a + b> = 2™ oraz
b+ a? =27 i zatézmy, ze m > n. Wtedy a + b2 > b+ a?, czyli b2 — b > a? — a, co pociaga za soba b > a.
Odejmujac te dwie rownosci stronami, otrzymujemy

(b—a)(a+b—1)=2"—2" =27(2™ " _1).

Poniewaz a + b — 1 jest liczba nieparzysta, wynika stad, ze 2™ dzieli b — a. Niech b — a = 2"¢ dla pewnej
catkowitej nieujemnej liczby c¢. Wtedy b = 2"c + a = 2" — a2, a zatem a + a?> = 2"(1 — ¢), co oznacza, ze
c = 0 (poniewaz a + a?> > 0), a stad a = b. Ostatecznie wnioskujemy, ze a(a + 1) jest potega liczby 2, a to
jest mozliwe tylko dla a = 1. Zatem jedynym rozwiazaniem jest a = 1,b = 1.

23. Niech n bedzie nieparzysta dodatnig liczba calkowita. Na pewnym polu ustawiono n graczy w paintball w taki
sposob, ze odleglosci miedzy kazda para z nich sg rézne. Na dany sygnat kazdy z graczy strzela kulka z farba do
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najblizszego sobie gracza. Udowodnij, ze: (a) co najmniej jeden gracz nie zostanie trafiony; (b) zaden gracz nie
zostanie trafiony wiecej niz pie¢ razy; (c) tory lotu kulek sie nie przecinaja.

Rozwiagzanie: (a) Rozwazmy dwoch graczy znajdujacych sie najblizej siebie. Strzela oni do siebie nawzajem.
Jesli ktokolwiek inny strzeli do ktoregokolwiek z tej dwojki, z pewnoscia jakis gracz pozostanie nietrafiony
(wystrzelono n kulek, wiec jesli kto§ ma na sobie wiecej niz jedno trafienie, kto§ inny unika trafienia). Jesli
nie, odrzucamy te dwdjke z rozwazan i powtarzamy rozumowanie dla pozostalych n — 2 graczy. Poniewaz
n jest nieparzyste, ostatecznie dochodzimy do przypadku n = 3, w ktorym wniosek ten jest oczywisty. (b)
Przypusémy, ze gracz A zostal trafiony przez co najmniej szesciu innych graczy, oznaczonych jako Ay, ..., Ag.
Jeden z szesciu katow o wierzchotku w punkcie A ma miare co najwyzej 60°. Zalozmy, ze LA1AAs jest
takim katem. W trojkacie A3 AA; jeden z pozostatych dwoch katéw, powiedzmy przy wierzchotku As, jest
$cisle wiekszy niz 60°. Wtedy AA; > A;As. Skoro jednak to A; strzelit do A, a nie do Az, musi zachodzi¢
AA; < A1 Ay, co prowadzi do sprzecznosci. (¢) Przypusémy, ze A strzela do B, C strzela do D, a odcinki AB
i C'D przecinaja sie w punkcie O. Wtedy AB < AD oraz CD < BC. Stad w czworokacie wypuktym ACBD
zachodzi AB + CD < AD + BC, co jest sprzeczne z podstawows wlasnoscia czworokatow wypuklych (suma
dtugosci przekatnych musi byé wieksza od sumy dlugosci przeciwlegtych bokow).

Symulacja OMJ — zestaw I1.2

24. Udowodnij, ze réwnanie
22 + 9% + 22 = 2011291 4 2012

nie ma rozwigzan w liczbach catkowitych.

Rozwiazanie: Zauwazmy na poczatku, ze kwadrat liczby catkowitej moze przystawaé jedynie do 0, 1 lub 4
modulo 8. Sprawdzmy prawa strone rownania modulo 8. Mamy

2011 =3 (mod 8),

stad
20112011 = 32011 — (32)1005 . 3 = 11005 . 3 — 3 (mOd 8),

a poniewaz

2012=4 (mod 8),

wynika z tego, ze
201129 + 2012 =7 (mod 8).

Ostatecznie wystarczy zauwazy¢, ze suma trzech (niekoniecznie réznych) liczb ze zbioru {0, 1,4} nie moze daé
reszty 7 modulo 8, a zatem réwnanie to nie ma rozwigzan w liczbach catkowitych.

25. W czworokacie wypukltym ABC D zachodzi nieré6wnosé
AB+ BD < AC+ CD.

Udowodnij, ze AB < AC.

Rozwiazanie: Niech O bedzie punktem przeciecia przekatnych AC i BD. W tréojkatach AOB i1 COD =z
nieréwnosci trojkata mamy AB < AO + OB oraz CD < CO + OD. Dodajac te nier6wnosci stronami,
otrzymujemy

AB+CD < AC + BD.
Dodajac te wynikowa nieré6wnosé do nieréwnosci AB + BD < AC + CD z tresci zadania, uzyskujemy

2AB+CD+ BD <2AC+ BD+CD,

co po uproszczeniu daje 2AB < 2AC, a stad AB < AC.
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Symulacja OMJ — zestaw III1.1

31. Niech m = 30030 =2-3-5-7-11-13 i niech M bedzie zbiorem jej dodatnich dzielnikéw, z ktérych kazdy ma
doktadnie dwa czynniki pierwsze. Wyznacz najmniejsza liczbe catkowita n o nastepujacej wlasnoéci: dla dowolnego
wyboru n liczb ze zbioru M, istnieja wsrdod nich takie trzy liczby a, b, ¢, ktére spelniaja warunek a - b-c = m.

Rozwiazanie: Odpowiedz: n = 11. Zbiér M ma lacznie (g) = 15 elementow (dzielnikow o doktadnie dwoch
czynnikach pierwszych). Zauwazmy najpierw, ze wybierajac 10 dzielnikow, w ktorych rozkladzie nie wystepuje
liczba pierwsza 13, nie jesteSmy w stanie utworzy¢ iloczynu dajacego m (poniewaz bedzie brakowalo nam w
nim czynnika 13). Dowodzi to, ze szukane n > 11. Rozwazmy teraz podzial 15 dzielnikow zbioru M na pie¢
trojelementowych roztacznych grup, dobranych w taki sposéb, aby iloczyn liczb w kazdej z grup byt réwny
doktadnie m: {2-3,5-13,7-11}, {2-5,3-7,11-13}, {2-7,3-13,5-11}, {2-11,3-5,7-13}, {2-13,3-11,5-7}. Jesli
z tak przygotowanych 15 liczb wybierzemy n = 11 elementéw, to na mocy zasady szufladkowej Dirichleta, co
najmniej z jednej grupy (z powyzszych pieciu) zostang wybrane wszystkie trzy liczby. Ich iloczyn wynosi z
definicji podzialu m. Stad n = 11 jest odpowiedzig.

32. Znajdz wszystkie dodatnie liczby calkowite n = pi1ps . .. py, ktore dziela iloczyn (p1 +1)(p2+1) ... (px + 1), gdzie
p1ps - - - pr jest rozkladem liczby n na czynniki pierwsze (niekoniecznie rézne).

Rozwigzanie: Odpowiedz: Wszystkie liczby postaci 273°, gdzie r i s sa calkowitymi liczbami nieujemnymi
speliajacymi s < r < 2s. Niech m = (p1 + 1)(p2 + 1) ... (px + 1). Mozemy bez straty ogolnosci zalozyé, ze
to pi jest najwiekszym czynnikiem pierwszym. Jesli pi > 3, to liczba pierwsza pi w ogodle nie moze dzieli¢ m.
Drzieje sie tak, poniewaz jesli p; dzieli m, to musi by¢ czynnikiem pierwszym wyrazenia p; + 1 dla pewnego
i. Zauwazmy jednak, ze jesli p; = 2, to p; + 1 = 3 < pg, a w przeciwnym wypadku (gdy p; jest nieparzyste)
liczba p; 4+ 1 jest liczba parzysta, ktorej czynnikami sa co najwyzej 2 oraz %(pl + 1) i oba z nich sg $cidle
mniejsze od p,. Zatem nie istnieje zaden czynnik p; + 1 mogacy dostarczy¢ liczbe py do rozkladu. Oznacza
to, ze jedynymi liczbami pierwszymi, ktére moga wystapi¢ w rozktadzie i dzieli¢ n, sa 2 i 3. Zatem mozemy
zapisaé, ze n = 2"3%. Wowczas wyrazenie m = (2 + 1)"(3 + 1) = 374% = 2253". Aby m dzielilo sie przez
n = 273%, potegi czynnikdow pierwszych musza pozwala¢ na swobodne dzielenie, co zachodzi wtedy i tylko
wtedy, gdy s < r oraz r < 2s, co mozna skroci¢ do postaci s < r < 2s.

33. Dana jest tablica o wymiarach m x n, w ktérej w kazdym polu wpisano liczbe +1 lub —1. Wiadomo, ze
poczatkowo w tablicy znajduje sie doktadnie jedno —1, a wszystkie pozostate liczby to +1. W jednym ruchu
wolno wybra¢ dowolne pole zawierajace —1, zamieni¢ to —1 na 0, a jednoczesnie pomnozy¢ przez —1 wszystkie
liczby we wszystkich jego sasiednich polach (moéwimy, ze dwa pola sa sasiednie, jesli maja wspoluy bok). Znajdz
wszystkie pary wymiaréw (m,n), dla ktorych za pomoca serii takich ruchéw mozna otrzymac tablice zawierajaca
same zera, niezaleznie od pola, w ktérym znajdowalo sie poczatkowe —1.

Rozwiazanie: Odpowiedz: Wszystkie takie pary (m,n), dla ktérych co najmniej jedna z liczb m,n jest
nieparzysta. Wymazmy odcinek jednostkowy stanowiacy wspolny bok dowolnych dwoch pol za kazdym razem,
gdy pojawiaja sie na nich sasiadujace ze soba zera. Jesli ostateczna tablica ma sktadaé¢ sie z samych zer, to
wszystkie wewnetrzne odcinki jednostkowe (z wyjatkiem tych nalezacych do obwodu zewnetrznego tablicy)
zostang wymazane. Wymaga to wymazania tacznie m(n—1)+n(m—1) = 2mn—m—n odcinkéw jednostkowych.
7 drugiej strony, aby otrzymaé docelowe zero w jakims$ polu z poczatkows wartoscia +1, nalezy najpierw
uzyskaé w tym polu wartosé —1. To z kolei wymaga, aby znak liczby w tym polu ulegtl zmianie nieparzysta
liczbe razy (mianowicie 1 lub 3 razy). Oznacza to, ze kazde pole z —1 (z wyjatkiem tego poczatkowego) musi
na pewnym etapie sasiadowa¢ z nieparzysta liczba wprowadzonych juz zer. Zatem za kazdym razem, gdy
wykonujemy ruch i podmieniamy —1 na 0, wymazujemy réwniez nieparzysta liczbe odcinkéw jednostkowych
wokot tego pola. Wynika z tego, ze calkowita liczba wymazanych w procesie odcinkéw jednostkowych przystaje
modulo 2 do poczatkowej liczby elementow +1 zlokalizowanych w tablicy. Otrzymujemy zatem kongruencje:

2mn—m—n=mn—1 (mod 2),
co tatwo przeksztalca sie do warunku:

(m—1)(n—1)=0 (mod 2).
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7 warunku tego wprost wynika, ze co najmniej jedna z liczb m,n musi by¢ nieparzysta.

Pozostaje jeszcze wykazaé, ze faktycznie w takim przypadku wyzerowanie jest mozliwe. Zaldézmy bez straty
0g6lnosci, ze n jest nieparzyste. Jesli wyjsciowe —1 znajduje sie w i-tym wierszu, wykonujac ruchy w odpowied-
niej kolejnosci z tatwoscia mozemy sprawié, by ten konkretny wiersz zawieral same zera, podczas gdy jego
sasiedzi (jeden lub dwa sasiadujace wiersze) beda sktadaé sie z samych —1. Nastepnie, operujac na dowolnym
wierszu zlozonym z samych —1, najpierw zamieniamy w nim wartosci z nieparzystych kolumn (tzn. kolumn
o numerach 1,3,...,n) na zera. Poniewaz sasiadujace operacje beda odbija¢ znak w parzystych kolumnach
dwukrotnie, wiersz uzyska posta¢ naprzemienng: 0,—1,0,—1,.... W tej konfiguracji wystarczy "wyklikaé¢"
zera na pozycjach z pozostalymi wciaz —1, aby blyskawicznie zamienié¢ caly wiersz w same zera. Wplyw
takiego "zerowania" wiersza polega na tym, ze na jego kolejnego sasiada (nastepny wiersz) w calosci narzu-
cona zostaje warstwa samych —1, a wiersz, w ktérym wykonaliémy ruchy, bezpiecznie pozostaje wierszem zer.
Proces "przepychania" mozna systematycznie kontynuowaé¢ wzdluz tablicy, az tablica zostanie kompletnie
wyzerowana, koriczac algorytm po dotarciu do jej najdalszego korica.

Symulacja OMJ — zestaw II1.2

34. Niech ABCD bedzie czworokatem wypuklym, w ktorym BC = AD. Niech M i N beda odpowiednio $rodkami
bokow AB i CD. Proste AD i BC przecinaja prosta M N odpowiednio w punktach P i Q. Udowodnij, ze
CQ = DP.

Rozwiazanie: Niech A, B’,C’, D’ beda rzutami prostokatnymi odpowiednio punktéw A, B, C, D na prosta
MN. Poniewaz M i N sa $rodkami odcinkéw, zachodza rownosci odleglosci:

AA' = BB’ oraz CC'=DD'.

Oznaczmy przez X,Y rzuty prostokatne odpowiednio punktow C,D na proste BB', AA’. 7 powyzszych
roéwnosci wnioskujemy, ze AY = BX. Poniewaz dodatkowo BC = AD, trojkaty prostokatne BXC i AY D sa
przystajace. To pokazuje, ze:

/0'CQ =/B'BQ=/AAP = /D' DP.

Zatem, skoro CC" = DD’ oraz katy przy wierzchotkach C' i D (wzgledem rzutow) sa rowne, trojkaty pros-
tokatne CC’Q oraz DD'P sa przystajace. Z tego bezposrednio wynika, ze CQ = DP.

35. Wiadomo, ze n jest dodatnig liczba catkowita, n < 144. Dozwolone jest zadanie 10 pytan typu ,Czy n jest
mniejsze od a? ”. Odpowiedzi udzielane sg z op6znieniem: odpowiedZ na i-te pytanie podawana jest dopiero
po zadaniu (i + 1)-go pytania (dla ¢ = 1,2,...,9). Odpowiedz na 10 pytanie jest udzielana natychmiast po jego
zadaniu. Znajdz strategie pozwalajaca na jednoznaczne zidentyfikowanie n.

Rozwigzanie: Niech liczby Fibonacciego beda oznaczone jako Fy = 1, Fy = 2, F5 = 3 itd. Wtedy Fyo = 144.
Udowodnimy przez indukcje wzgledem k, ze przy uzyciu k pytan (zgodnie z warunkami zadania) mozliwe
jest wyznaczenie dowolnej dodatniej liczby catkowitej n < Fy. Dla k = 0 jest to trywialne, poniewaz bez
zadawania pytan wiemy, ze n = 1. Dla k = 1 po prostu pytamy, czy n jest mniejsze od 2. Dla k = 2 pytamy,
czy n jest mniejsze od 3 oraz czy n jest mniejsze od 2; z tych dwoch odpowiedzi mozemy precyzyjnie ustalié¢ n.
W przypadku ogélnym, nasze pierwsze dwa pytania zawsze bedg brzmiaty: ,Czy n jest mniejsze od Fj_1 +17
? oraz ,Czy n jest mniejsze od Fi_o + 17 7. Dopiero wtedy otrzymujemy odpowiedZ na pierwsze pytanie.
Dopoki dostajemy twierdzace odpowiedzi na (i — 1)-sze pytanie, nasze (i + 1)-sze pytanie brzmi: ,Czy n jest
mniejsze od Fj_(;41) + 17 7. Jesli w ktorym$ momencie (powiedzmy, po zadaniu j-tego pytania) otrzymamy
odpowiedz przeczaca na (j — 1)-sze pytanie, dowiadujemy sig, ze Fy_(j_1) +1 < n < Fp_(j_2). Zatem n
jest jedna z Fy_(j_2) — Fr_(j—1) = Fi—; kolejnych liczb catkowitych, i z zalozenia indukcyjnego mozemy
odgadnaé n dysponujac pozostalymi k — 7 pytaniami. W przeciwnym razie otrzymamy twierdzace odpowiedzi
na wszystkie pytania, z ktorych ostatnie brzmi ,,Czy n jest mniejsze od Fy_, + 1 = 27 7; w takim wypadku
po prostu n = 1.




